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Resumo
Seja Γ uma a´rvore homogeˆnea e Aut(Γ) seu grupo de automorfismos. Um automorfismo
φ ∈ Aut (Γ) e´ par se d (φ (x) , x) ≡ 0mod 2 para todo ve´rtice x ∈ Γ, onde d (., .) e´ a func¸a˜o
distaˆncia definida pelo comprimento do menor caminho ligando os ve´rtices. O conjunto
Aut+(Γ) de todos os automorfismos pares e´ um subgrupo de ı´ndice 2 em Aut(Γ).
Definimos uma geode´sica γ ⊂ Γ como um subgrafo isomorfo a Z (onde Z e´ visto
como um grafo que possui arestas unindo inteiros consecutivos). Uma reflexa˜o em uma
geode´sica γ e´ um automorfismo involutivo φ (φ2 = 1) tal que φ (x) = x se, e somente se,
x ∈ Γ. Denotamos por R o conjunto de todas as reflexo˜es em geode´sicas.
Neste trabalho (Cap´ıtulo 2) provamos que, dada uma a´rvore homogeˆnea de grau par Γ,
o nu´mero de cobertura de Aut+(Γ) pelas reflexo˜es em geode´sicas e´ 11, no seguinte sentido:
dado φ ∈ Aut+(Γ) existem φ1, φ2, ..., φk com k ≤ 11, tais que φ (x) = φk ◦φk−1 ◦ ...◦φ1 (x)
para todo ve´rtice x em Γ.
Ale´m disso, considerando a´rvores homogeˆneas, sabemos que o grupo de automorfismos
e´ completo e o subgrupo de automorfismos pares e´ simples. Flexibilizamos a condic¸a˜o
de homogeneidade e conseguimos demonstrar (Cap´ıtulo 3) para o caso de a´rvores semi-
homogeˆneas, que o grupo de automorfismos e´ simples e completo.
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Abstract
Let Γ be a homogeneous tree and Aut(Γ) its group of automorphism. An automorphism
φ ∈ Aut (Γ) is said to be even if d (φ (x) , x) ≡ 0mod 2 for every vertex x of Γ, where d (., .)
is the canonical distance function defined by the minimum length of paths connecting the
vertices. The set Aut+(Γ) of all even automorphism is a subgroup of index 2 in Aut(Γ).
We define a geodesic γ ⊂ Γ as a subtree isomorphic to the standard tree of the integers
Z, that is, a homogeneous subtree of degree 2. A reflection in a geodesic γ is an involutive
automorphism φ (φ2 = 1) such that φ (x) = x iff x ∈ Γ. We denote by R the set of all
reflections in geodesics.
In this work (Chapter 2) we prove that, for every even degree tree Γ, the covering
number of Aut+(Γ) by reflections in geodesics is 11, in the sense that given φ ∈Aut+(Γ)
there are φ1, φ2, ..., φk with k ≤ 11, such that φ (x) = φk ◦φk−1 ◦ ...◦φ1 (x) for every vertex
x in Γ.
Moreover, if we consider homogeneous trees, we know that automorphisms group is
complete and the even automorphisms subgroup is simple. We vary the homogeneous con-
dition and we prove that (Chapter 3) for the semi-homogeneous trees, the automorphisms
group is simple and complete.
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Introduc¸a˜o
O objeto de estudo deste trabalho engloba os grupos de automorfismos de a´rvores, mais
especificamente os automorfimos de a´rvores com fortes condic¸o˜es de regularidade: homo-
geneidade e semi-homogeneidade.
Os resultados originais deste trabalho esta˜o contidos nos Cap´ıtulos 2 e 3, os quais sa˜o
independentes, pois apresentam problemas de natureza distinta, descritos logo abaixo.
O Cap´ıtulo 2 tem uma inspirac¸a˜o geome´trica marcante e e´ um refinamento de um tra-
balho anterior [18], no qual introduzimos o conceito de reflexo˜es em geode´sicas em uma
a´rvore (ou grafos em geral). A definic¸a˜o adotada, ale´m do cara´ter alge´brico ba´sico (pois
lida com automorfismos involutivos), incorpora uma noc¸a˜o geome´trica que pre´-determina
o conjunto de pontos fixos. A saber, adotamos a seguinte definic¸a˜o: uma reflexa˜o e´ um
automorfismo involutivo que tem como conjunto de pontos fixos uma geode´sica (caminho
irredut´ıvel maximal na a´rvore). Ainda no trabalho [18], considerando apenas a´rvores
homogeˆneas de grau mu´ltiplo de 4, provamos que o grupo gerado pelas reflexo˜es em
geode´sicas e´ bastante significativo: o seu fecho topolo´gico (considerando a topologia da
convergeˆncia uniforme sobre conjuntos compactos) e´ um subgrupo de ı´ndice 2 no grupo de
automorfismos (que chamaremos mais adiante de grupo de automorfismos pares). Desde
o in´ıcio t´ınhamos a percepc¸a˜o de que este resultado estava incompleto, pois duas questo˜es
surgiam naturalmente: a restric¸a˜o ao grau das a´rvores e a necessidade de se considerar o
fecho topolo´gico. Posteriormente, tomamos conhecimento do trabalho de Moran [13], que
estuda o grupo gerado por involuc¸o˜es (com ponto fixo) e demonstra que o mesmo sub-
grupo de automorfismos pares que obtivemos como fecho topolo´gico do grupo gerado por
reflexo˜es pode ser gerado pelo produto de apenas duas involuc¸o˜es, ou seja, todo automor-
fismo deste subgrupo pode ser descrito como o produto de no ma´ximo duas involuc¸o˜es com
pontos fixos. A primeira vista, o resultado de Moran, muito mais forte do que obtivemos,
e´ justificado pela definic¸a˜o adotada, que por sua parte e´ bem mais fraca do que a nossa:
as involuc¸o˜es com pontos fixos determinam um conjunto infinito de classes de conjugac¸a˜o,
enquanto as reflexo˜es em geode´sicas apenas uma. Motivados pelas ide´ias de Moran, con-
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seguimos obter um resultado bastante semelhante (Teorema 27), onde demonstramos que
todo automorfismo pertencente ao grupo de automorfismos pares pode ser descrito como
o produto de no ma´ximo 11 reflexo˜es em geode´sicas. Ale´m disto, contornamos a restric¸a˜o
quanto ao grau de homogeneidade das a´rvores em questa˜o, nos restringindo apenas a
condic¸a˜o, (como veremos tanto essencial como natural) de termos grau par.
O Cap´ıtulo 3 trata de outro tipo de questa˜o, de cara´ter muito mais estrutural, referente
aos grupos de automorfismos de a´rvores. Considerando a´rvores homogeˆneas, sabemos
([14] e [21]) que o subgrupo de automorfismos pares da a´rvore e´ simples e o grupo de
automorfismos e´ completo. Ambas estas propriedades na˜o sa˜o va´lidas para a´rvores sem
a condic¸a˜o de homogeneidade, mas conseguimos flexibilizar um pouco esta condic¸a˜o e
mostrar (Teorema 37 e Teorema 38) que, no caso de a´rvores semi-homogeˆneas, o grupo
de automorfismo tem um papel similar ao grupo de automorfismos pares em a´rvores
homogeˆneas, sendo este simples e completo. A definic¸a˜o que adotamos para a´rvores semi-
homogeˆneas e´ bastante restritiva, mas acreditamos que os resultados obtidos podem servir
como ponto de partida para o estudo de grupos de automorfismos de a´rvores completas que
sejam quase-homogeˆneas, no sentido de seu grupo de automorfismos possuir um nu´mero
finito de o´rbitas.
Observamos que este trabalho e´ bastante auto-contido, e tivemos o cuidado de apre-
sentar as definic¸o˜es e resultados importantes para a compreensa˜o ou essencias para as
demonstrac¸o˜es dos resultados originais. Na˜o nos preocupamos em apresentar as demons-
trac¸o˜es de resultados ja´ conhecidos, nos contentando com a indicac¸a˜o precisa da refereˆncia,
excec¸a˜o feita a`s demonstrac¸o˜es que envolvem construc¸o˜es utilizadas posteriormente. De-
vido a inspirac¸a˜o geome´trica deste trabalho, foram feitas algumas ilustrac¸o˜es que acredi-
tamos ajude o leitor a entender os argumentos utilizados nas demonstrac¸o˜es.
Cap´ıtulo 1
Conceitos Ba´sicos
1.1 A´rvores
A´rvores sa˜o estruturas matema´ticas bem conhecidas, de modo que vamos omitir as
construc¸o˜es formais do conteu´do ba´sico e apresentaremos apenas as notac¸o˜es que usare-
mos no decorrer do texto. As definic¸o˜es e construc¸o˜es detalhadas podem ser encontradas,
por exemplo, em [4], [7], [8] e [16].
Neste trabalho consideramos apenas a´rvores infinitas e na˜o-orientadas. O conjunto de
ve´rtices de uma a´rvore Γ sera´ denotado por V (Γ) e o de arestas por E (Γ), mas por uma
questa˜o de notac¸a˜o, quando na˜o houver du´vidas, denotaremos um ve´rtice simplesmente
por x ∈ Γ e uma aresta com ve´rtices x e y por {x, y} ∈ Γ. Como a a´rvore e´ na˜o-orientada,
{x, y} = {y, x}.
Uma sequ¨eˆncia de ve´rtices distintos x0, x1, ..., xn ∈ Γ tais que {xi, xi+1} e´ uma aresta,
para i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, e´ um caminho na a´rvore Γ. Neste caso, dizemos que este caminho
liga x0 a xn. Observe que estamos chamando apenas de caminho o que geralmente e´
chamado de caminho irredut´ıvel. Para quaisquer dois ve´rtices x, y ∈ Γ existe um u´nico
caminho ligando x a` y, que sera´ denotado por [x, y]. O comprimento do caminho [x, y] e´
dado pelo nu´mero de arestas entre x e y, ou seja, o comprimento do caminho x0, x1, ..., xn e´
n, e sera´ denotado por |[x, y]|. Se |[x, y]| = 1, ou seja, se {x, y} e´ uma aresta, dizemos que
x e y sa˜o adjacentes. Por convenc¸a˜o, um ve´rtice isolado x e´ um caminho de comprimento
0. A func¸a˜o distaˆncia entre x e y
d (x, y) := |[x, y]| onde x, y ∈ Γ
e´ uma me´trica sobre os ve´rtices de Γ e podemos considerar a a´rvore Γ como um espac¸o
1
CAPI´TULO 1. CONCEITOS BA´SICOS 2
me´trico. Para X, Y ⊆ Γ, definimos:
d (X,Y ) := min {d (x, y) |x ∈ X e y ∈ Y } .
1.1.1 Automorfismos
Um automorfismo da a´rvore, que denotamos por
ϕ : Γ −→ Γ
e´ um par de bijec¸o˜es
ϕV : V (Γ) −→ V (Γ)
ϕE : E (Γ) −→ E (Γ)
satisfazendo
ϕE ({x, y}) = {ϕV (x) , ϕV (y)} .
Observe que todo automorfismo preserva adjaceˆncia, ou seja, preserva distaˆncia. Deste
modo, um automorfismo da a´rvore e´ uma isometria da a´rvore (quando considerada um
espac¸o me´trico).
Lembramos que uma isometria da a´rvore e´ uma bijec¸a˜o definida sobre o conjunto dos
ve´rtices que preserva a func¸a˜o distaˆncia.
Denotamos o grupo de automorfismos de uma a´rvore Γ por Aut (Γ).
O estabilizador de um ve´rtice x ∈ Γ e´ definido como
Aut (Γ)x := {ϕ ∈ Aut (Γ) |ϕ (x) = x} .
Para x ∈ Γ e k ∈ N denotamos
Ck (x) := {y ∈ Γ|d (x, y) = k} ,
Bk (x) := {y ∈ Γ|d (x, y) ≤ k} .
O nu´mero |C1 (x)| equivale ao grau do ve´rtice x, isto e´, o grau de um ve´rtice e´ o nu´mero
de ve´rtices adjacentes a ele. Em termos me´tricos, Ck (x) corresponde a circunfereˆncia de
raio k centrada em x e Bk (x) corresponde a bola fechada de raio k centrada em x.
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1.1.2 Geode´sicas e Semi-Geode´sicas
Dada uma a´rvore Γ, chamamos de geode´sica todo subgrafo de Γ que e´ isomorfo a Z (onde
Z e´ visto como um grafo que possui arestas unindo inteiros consecutivos). Analogamente,
uma semi-geode´sica e´ um subgrafo de Γ isomorfo a` N. Uma geode´sica tambe´m pode ser
considerada como um caminho maximal na a´rvore.
Seja H (Γ) o conjunto das semi-geode´sicas em uma a´rvore Γ. Dizemos que
g1, g2 ∈ H (Γ) teˆm a mesma direc¸a˜o se g1 ∩ g2 e´ uma semi-geode´sica. Na˜o e´ dif´ıcil
verificar que isto define uma relac¸a˜o de equivaleˆncia em H (Γ). As classes de equivaleˆncia
[g] sa˜o chamadas direc¸o˜es. Denotaremos por D (Γ) o conjunto das direc¸o˜es em Γ. A ac¸a˜o
de Aut (Γ) se estende naturalmente a D (Γ). Dada uma direc¸a˜o [g] ∈ D (Γ), definimos
Vn (g) = {x ∈ Γ|d (x, g) ≤ n}. Enta˜o
[g1] = [g2] ⇐⇒ ∃n ∈ N| g1 ⊆ Vn (g2) e g2 ⊆ Vn (g1) .
Note que fixado um ve´rtice qualquer x e escolhida um direc¸a˜o arbitra´ria, existe uma
u´nica semi-geode´sica nesta direc¸a˜o que comec¸a em x. Assim, se 3 ≤ |C1 (x)| ≤ n ∀x ∈ Γ,
existem 2ℵ0 direc¸o˜es em Γ. Em alguns textos estas direc¸o˜es sa˜o chamadas de fins da
a´rvore. A cardinalidade destas direc¸o˜es e´ a mesma cardinalidade da reta real, assumindo
a hipo´tese do cont´ınuo.
1.1.3 A´rvores Homogeˆneas
Uma a´rvore e´ dita homogeˆnea se todos os ve´rtices teˆm o mesmo grau. Se o grau de todos
os ve´rtices de Γ e´ n, enta˜o a a´rvore e´ n-homogeˆnea. Denotamos uma a´rvore n-homogeˆnea
por Γn.
Para n = 0, 1, 2 temos as seguintes descric¸o˜es para as respectivas a´rvores: Γ0 consiste
de um u´nico ve´rtice, Γ1 consiste de dois ve´rtices e uma aresta unindo-os (estes sa˜o os
u´nicos exemplos de a´rvores homogeˆneas finitas) e Γ2 e´ isomorfo a` Z, onde Z e´ visto
como um grafo que possui arestas unindo inteiros consecutivos. Neste trabalho estaremos
interessados em a´rvores n-homogeˆneas, com n > 3. A figura abaixo ilustra uma realizac¸a˜o
geome´trica de uma a´rvore 4-homogeˆnea.
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A´rvore Homogeˆnea Γ4
A menos de isomorfismo, para cada n ∈ N existe somente uma a´rvore n-homogeˆnea.
Ale´m disso, o grupo de automorfismos de a´rvores homogeˆneas de diferentes graus na˜o sa˜o
isomorfos, conforme o teorema a seguir:
Teorema 1 ([21, Teorema 2]) Dadas Γm e Γn, a´rvores homogeˆneas, Aut (Γm) ' Aut (Γn)
se, e somente se, m = n.
A condic¸a˜o de homogeneidade em uma a´rvore Γ e´ equivalente a termos a ac¸a˜o de
Aut (Γ) transitiva no conjunto dos ve´rtices V (Γ). Ale´m disso, o grupo de automorfismos
de uma a´rvore homogeˆnea Aut (Γn) tambe´m age de maneira transitiva no conjunto de
arestas E (Γn), de semi-geode´sicas H (Γn) e de direc¸o˜es D (Γn), mais ainda, Aut (Γn)x age
transitivamente em D (Γn).
Observac¸a˜o: Se ϕ ∈ Aut (Γn) fixa dois ve´rtices x, y ∈ Γn, enta˜o ϕ tambe´m fixa o
caminho entre eles, ou seja, se ϕ (x) = x, ϕ (y) = y enta˜o ϕ ([x, y]) = [x, y].
Consequ¨entemente, qualquer sub-a´rvore fixada pelo automorfismo ϕ e´ conexa e de-
notamos por ϕ [Γn] a sub-a´rvore gerada pelos ve´rtices que sa˜o fixos pelo automorfismo
ϕ.
Com esta notac¸a˜o apresentamos o seguinte lema, que tera´ papel crucial na demons-
trac¸a˜o do Teorema 27, que diz que duas involuc¸o˜es (automorfismos de ordem 2) sa˜o
conjugadas quando o conjunto de seus pontos fixos sa˜o isomorfos, quando vistos como
uma sub-a´rvore:
Lema 2 ([21, Lema 3]) Sejam ϕ, φ ∈ Aut (Γn) tais que (ϕ)2 = (φ)2 = 1, com ϕ, φ 6= 1.
Enta˜o ϕ e φ sa˜o conjugados se, e somente se, ϕ [Γn] ' φ [Γn].
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1.1.4 A´rvores Arbitra´rias
Dada uma a´rvore Γ, na˜o necessariamente homogeˆnea, a`s vezes e´ conveniente fixar um
ve´rtice v desta a´rvore e considerar a a´rvore raiz (Γ, v) com raiz v. O conjunto de ve´rtices
V ((Γ, v)) de uma a´rvore raiz (Γ, v) pode ser descrito naturalmente como a unia˜o disjunta
V ((Γ, v)) =
◦⋃
k≥0
Ck (v)
O conjunto Ck (v) e´ chamado o k-e´simo n´ıvel da a´rvore raiz (Γ, v).
Definimos o conjunto de descendentes de um ve´rtice x ∈ (Γ, v) por
desc (x) := {y ∈ (Γ, v) | x ∈ [v, y]} .
Um ve´rtice y ∈ desc (x) e´ chamado de sucessor quando d (x, y) = 1.
Se x ∈ Ck (v), com k > 0, existe exatamente um ve´rtice x′ ∈ Ck−1 (v) tal que {x, x′}
e´ uma aresta e chamamos este ve´rtice x′ de antecessor de x. Podemos assim definir uma
func¸a˜o sobrejetora
pi := V \ {v} −→ V tal que pi (x) = x′
onde pi leva o k-e´simo n´ıvel no (k − 1)-n´ıvel, associando a cada ve´rtice x o seu antecessor.
Deste modo, a a´rvore raiz (Γ, v) determina de maneira u´nica uma sequ¨eˆncia inversa de
conjuntos via aplicac¸a˜o pi
{v} = C0 (v) pi←− C1 (v) pi←− ... pi←− Ck (v) pi←− ...
e reciprocamente, uma sequ¨eˆncia inversa via aplicac¸a˜o pi determina de maneira u´nica uma
a´rvore raiz.
Um automorfismo de uma a´rvore raiz (Γ, v) e´ um automorfismo da a´rvore Γ que fixa
o ve´rtice raiz v. Consequ¨entemente, o grupo de automorfismos Aut ((Γ, v)) da a´rvore raiz
(Γ, v) coincide com o estabilizador do ve´rtice v no grupo de automorfismos Aut (Γ) da
a´rvore Γ:
Aut ((Γ, v)) = Aut (Γ)v .
Qualquer automorfismo ϕ ∈ Aut ((Γ, v)) define uma sequ¨eˆncia de permutac¸o˜es
(ϕ0, ϕ1, ϕ2, ...) onde ϕk atua no conjunto Ck (v), ou seja, ϕ
k : Ck (v) −→ Ck (v) e
pi
(
ϕk (x)
)
= ϕk−1 (pi (x)) (k > 0) . (1.1)
Reciprocamente, qualquer sequ¨eˆncia de permutac¸o˜es satisfazendo estas condic¸o˜es define
um automorfismo da a´rvore raiz.
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Exemplo 3 Considere a figura abaixo
e uma sequ¨eˆncia de permutac¸o˜es ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2) onde
ϕ0 (v) = v
ϕ1 (x) = y e ϕ1 (y) = x
ϕ2 (t) = t, ϕ2 (u) = w,ϕ2 (w) = u e ϕ2 (z) = z
Note que ϕ induz uma bijec¸a˜o no conjunto de ve´rtices de cada n´ıvel que na˜o e´ automor-
fismo. De fato, como ϕ (v) = v e ϕ (t) = t dever´ıamos ter ϕ (x) = x. Repare ainda que a
condic¸a˜o 1.1 na˜o e´ satisfeita, pois
pi
(
ϕ2 (t)
)
= pi (t) = x mas
ϕ1 (pi (t)) = ϕ1 (x) = y.
Uma a´rvore raiz e´ chamada homogeˆnea no k-e´simo n´ıvel se os graus de todos os
ve´rtices do k-e´simo n´ıvel sa˜o iguais ou, equivalentemente, todo ve´rtice em Ck (v) teˆm o
mesmo nu´mero de sucessores. Uma a´rvore raiz e´ chamada homogeˆnea por n´ıveis se ela e´
homogeˆnea em cada n´ıvel. Podemos identificar uma a´rvore homogeˆnea por n´ıveis atrave´s
do ı´ndice dos n´ıveis, isto e´, por uma sequ¨eˆncia infinita de nu´meros [n0, n1, n2, ..., nk, ...],
onde nk e´ o grau dos ve´rtices do k-e´simo n´ıvel. Novamente temos que a´rvores homogeˆneas
por n´ıveis, com os mesmos ı´ndices de n´ıvel, sa˜o isomorfas.
Dizemos que o grupo de automorfismos de uma a´rvore raiz age transitivamente por
n´ıveis se para quaisquer dois ve´rtices x, y de um mesmo n´ıvel existe um automorfismo
ϕ ∈ Aut ((Γ, v)) tal que ϕ (x) = y. E´ claro que transitividade por n´ıveis e´ equivalente a
termos homogeneidade por n´ıveis em (Γ, v).
1.1.5 Rotulamentos
A partir da decomposic¸a˜o descrita acima podemos considerar uma a´rvore raiz (Γ, v) como
um conjunto parcialmente ordenado. De fato, definimos a relac¸a˜o y ≤ x se o ve´rtice x e´
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descendente do ve´rtice y. Esta relac¸a˜o e´ claramente uma ordem parcial no conjunto dos
ve´rtices da a´rvore e se os ve´rtices x, y ∈ Γ sa˜o adjacentes enta˜o x ≤ y ou y ≤ x. Ale´m
disso, x e´ descendente de pi (x), onde pi e´ a projec¸a˜o definida em 1.1.
A aplicac¸a˜o pi := V \ {v} −→ V comuta com qualquer automorfismo da a´rvore (Γ, v),
isto e´, dado ϕ ∈ Aut ((Γ, v)) para qualquer x ∈ V \ {v} , temos que ϕ (pi (x)) = pi (ϕ (x)).
Este fato e´ ilustrado na figura abaixo:
Comutatividade da aplicac¸a˜o pi
Se y ≤ x temos que qualquer automorfismo ϕ ∈ Aut ((Γ, v)) que fixa x tambe´m fixa y,
isto e´, o estabilizador de x e´ um subgrupo do estabilizador de y
Aut ((Γ, v))x ⊆ Aut ((Γ, v))y .
Esta relac¸a˜o de ordem parcial permite um rotulamento no conjunto de ve´rtices de
uma a´rvore a partir de um ve´rtice qualquer, que escolhemos como raiz. Faremos este
rotulamento no caso espec´ıfico de a´rvores homogeˆneas, pois usaremos posteriormente em
algumas construc¸o˜es, mas e´ poss´ıvel usar a mesma ide´ia para a´rvores em geral.
Sejam Γn uma a´rvore n-homogeˆnea e x0 ∈ Γn. A partir deste ve´rtice, identificamos
os ve´rtices de Γn de uma maneira sistema´tica, embora arbitra´ria. Comec¸amos rotu-
lando por x0,1,x0,2, ...,x0,n os ve´rtices que distam 1 de x0, ou seja, os que pertencem a
C1 (x0). Como Γn e´ n-homogeˆnea, cada um dos ve´rtices x0,i esta´ ligado a exatamente
n − 1 ve´rtices que distam 2 de x0. Denotamos estes ve´rtices pertencentes a C2 (x0) por
x0,i,1, x0,i,2, ..., x0,i,n−1. Seguindo deste modo, cada ve´rtice x ∈ Γn recebe um ro´tulo
x0,i1,i2,...,ik ,
onde i1 ∈ {1, 2, 3, ..., n}, ij ∈ {1, 2, 3, ..., n− 1} se j ≥ 2 e k = d(x, x0). Observe que
este rotulamento depende do ve´rtice que escolhemos como raiz e de um conjunto enu-
mera´vel de escolhas, assim sendo estamos usando implicitamente o axioma da escolha.
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Rotulamento da a´rvore Γ6 ate´ o n´ıvel 2
1.2 O Grupo de Automorfismos de A´rvores
O grupo de automorfismos de a´rvores ja´ foi estudado em va´rios trabalhos com diferentes
enfoques. Primeiramente destacamos o trabalho de Tits [19] que classifica os automor-
fismos de uma a´rvore de maneira geome´trica (no sentido de Gromov [2]) e estuda a
estrutura de subgrupos normais do grupo de automorfismos da a´rvore. Brunner e Sidki
[5] descrevem de maneira completa o grupo de automorfismos de uma a´rvore bina´ria em
termos de geradores recursivos.
Os trabalhos de Mo¨ller [14] e Znoiko [21] consideram a´rvores homogeˆneas (ou regula-
res), estudando a estrutura do grupo de automorfismos e seus subgrupos maximais. Em
[16], Serre investiga a ac¸a˜o de grupos livres e amalgamados em a´rvores. Em [9], temos
a descric¸a˜o das classes de conjugac¸a˜o do grupo de automorfismos de uma a´rvore raiz e
a´rvores homogeˆneas por n´ıveis.
Nesta sec¸a˜o apresentaremos, sem demonstrac¸a˜o, alguns resultados sobre o grupo de
automorfismos de a´rvores, que sera˜o importantes para o desenvolvimento deste trabalho.
Estamos interessados na classificac¸a˜o dos automorfismos em a´rvores. Esta classi-
ficac¸a˜o e´ similar a` classificac¸a˜o de isometrias em espac¸os me´tricos. Se considerarmos
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apenas isometrias sobrejetoras, os termos automorfismos e isometrias em a´rvores se tor-
nam sinoˆnimos e isso permite o intercaˆmbio entre estas palavras de maneira natural. Antes
de exibir a classificac¸a˜o de isometrias em a´rvores, a t´ıtulo de motivac¸a˜o, vamos apresentar
de modo sucinto a classificac¸a˜o de isometrias em espac¸os me´tricos. Comecemos com a
seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 4 Dada uma isometria ϕ : X −→ X de um espac¸o me´trico (X, d), a func¸a˜o
de translac¸a˜o de ϕ e´ definida por
dϕ (x) = d (x, ϕ (x)) .
Uma isometria ϕ : X −→ X pode ser caracterizada de acordo com o ı´nfimo da func¸a˜o
de translac¸a˜o, do seguinte modo:
1. ϕ e´ dita el´ıptica se
inf
x∈X
dϕ (x) = 0
e existe x0 ∈ X tal que dϕ (x0) = infx∈X dϕ (x) , ou seja, se ϕ possui ponto fixo.
2. ϕ e´ dita parabo´lica se
inf
x∈X
dϕ (x) = 0
mas na˜o existe x0 ∈ X tal que dϕ (x0) = infx∈X dϕ (x) .
3. ϕ e´ dita hiperbo´lica se
inf
x∈X
dϕ (x) > 0
e existe x0 ∈ X tal que dϕ (x0) = infx∈X dϕ (x) > 0.
4. ϕ e´ dita loxodroˆmica se
inf
x∈X
dϕ (x) > 0
e na˜o existe x0 ∈ X tal que dϕ (x0) = infx∈X dϕ (x) > 0.
Em uma a´rvore existem treˆs poss´ıveis classes de isometrias, el´ıpticas, hiperbo´licas ou
inverso˜es, que sera˜o caracterizadas a seguir. No caso de a´rvores pore´m, na˜o existem
isometrias parabo´licas ou loxodroˆmicas, pois uma a´rvore e´ um espac¸o discreto e con-
sequ¨entemente o ı´nfimo (de uma func¸a˜o cont´ınua) e´ sempre atingido.
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Proposic¸a˜o 5 ([19, Proposic¸a˜o 3.2]) Todo automorfismo ϕ de uma a´rvore Γ satisfaz
uma e somente uma das seguintes condic¸o˜es:
(i) ϕ fixa pelo menos um ve´rtice de Γ (el´ıptica);
(ii) ϕ permuta dois ve´rtices adjacentes (inversa˜o);
(iii) Existe uma geode´sica g tal que g e´ invariante pelo automorfismo, onde ϕ induz
em g uma translac¸a˜o na˜o trivial, ou seja, existe um inteiro positivo d0 tal que
d (x, ϕ (x)) = d0 para todo x ∈ g (hiperbo´lica).
Observe que (ii) e´ uma isometria hiperbo´lica na a´rvore (como objeto discreto), mas
el´ıptica na sua realizac¸a˜o geome´trica (como objeto cont´ınuo), pois fixa o ponto me´dio de
uma aresta.
Exibimos abaixo alguns resultados conhecidos sobre o grupo de automorfismos de
a´rvores homogeˆneas. Para isto necessitamos das definic¸o˜es abaixo:
Um grupo G e´ dito completo se seu centro e´ trivial e se seus automorfismo sa˜o internos
e um grupo G e´ simples se ele na˜o possui subgrupo pro´prio normal na˜o trivial. Ale´m
disso, vamos a` seguinte notac¸a˜o:
Aut+ (Γ) := {ϕ ∈ Aut (Γ) |d (x, ϕ (x)) ≡ 0mod 2 para cada x ∈ Γ} .
O ı´ndice de Aut+ (Γ) no grupo de automorfismos e´ 2, ou seja,
∣∣Aut (Γ) : Aut+ (Γ)∣∣ = 2.
O subgrupo Aut+ (Γ) exclui os automorfismos classificados como inverso˜es ou hiperbo´licos
com translac¸a˜o ı´mpar. Ale´m disso, podemos escrever
Aut (Γ) = Aut+ (Γ)
◦⋃
φ
(
Aut+ (Γ)
)
onde φ ∈ Aut (Γ) e´ uma inversa˜o qualquer.
Apresentamos agora os seguintes resultados:
Teorema 6 ([21, Teorema 1]) Dada uma a´rvore k-homogeˆnea Γ, onde 2 < k < ∞, o
grupo Aut (Γ) e´ completo.
Teorema 7 ([14, Teorema 7]) Dada uma a´rvore k-homogeˆnea Γ, onde 2 < k < ∞, o
grupo Aut+ (Γ) e´ simples.
Teorema 8 ([9, Lema 2.3]) Dada uma a´rvore k-homogeˆnea Γ, onde 2 < k < ∞, o
grupo Aut+ (Γ) e´ gerado pelos automorfismos el´ıpticos da a´rvore Γ.
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Os Teoremas 6 e 7 sera˜o estendidos no Cap´ıtulo 3 para uma classe mais ampla de
a´rvores, a saber a´rvores semi-homogeˆneas. Ale´m disso, o Teorema 7 nos ajuda a entender
a estrutura do grupo gerado por reflexo˜es em geode´sicas, conforme apresentaremos no
pro´ximo cap´ıtulo.
Cap´ıtulo 2
Nu´mero de Cobertura em A´rvores
Em um trabalho anterior [18] mostramos que o fecho topolo´gico (considerando a topologia
da convergeˆncia uniforme sobre compactos) do grupo gerado pelas reflexo˜es em geode´sicas
e´ o grupo Aut+ (Γ), para Γ uma a´rvore 4k-homogeˆnea. Algumas questo˜es surgem natu-
ralmente com relac¸a˜o a este trabalho: o fecho topolo´gico e´ necessa´rio? E´ necessa´ria a
condic¸a˜o do grau da a´rvore ser da forma 4k? A primeira questa˜o pode ser respondida de
forma negativa, utilizando-se argumentos simples, baseados no Teorema 7 e a condic¸a˜o do
grau da a´rvore ser da forma 4k era uma necessidade da demonstrac¸a˜o e na˜o do resultado
propriamente dito.
Neste cap´ıtulo iremos ale´m, demonstrando na˜o apenas que todo elemento ϕ ∈ Aut+ (Γ)
pode ser expresso como produto finito de reflexo˜es em geode´sicas, mas como produto de
no ma´ximo 11 reflexo˜es em geode´sicas para uma a´rvore 2k-homogeˆnea.
Antes de apresentarmos a definic¸a˜o de reflexa˜o em geode´sica, apresentaremos, de
maneira resumida, um resultado de Gadi Moran [13], que relaciona a´rvores com a pro-
priedade da bi-reflexa˜o.
Um elemento g de um grupo G e´ uma reflexa˜o se (g)2 = 1, ou seja, se g = (g)−1.
Uma bi-reflexa˜o e´ um elemento θ ∈ G tal que existe um par ordenado (g, h) de reflexo˜es
satisfazendo θ = gh. O grupo G e´ chamado de bi-reflexivo se cada elemento de G forma
uma bi-reflexa˜o. Uma estrutura matema´tica T tem a propriedade da bi-reflexa˜o se seu
grupo de automorfismos Aut (T ) e´ bi-reflexivo. Em [13], Moran mostra que uma a´rvore
raiz tem a propriedade da bi-reflexa˜o, ou seja, o grupo de automorfismos da a´rvore raiz e´
bi-reflexivo. Enunciamos isso no seguinte teorema:
Teorema 9 ([13]) Todo automorfismo de uma a´rvore raiz pode ser escrito como produto
de duas involuc¸o˜es com ponto fixo.
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Vimos anteriormente que o grupo de automorfismos de uma a´rvore raiz (Γ, v) coincide
com o estabilizador do ve´rtice raiz v no grupo de automorfismos da a´rvore, ou seja,
Aut ((Γ, v)) = Aut (Γ)v .
Em particular, neste cap´ıtulo usaremos o fato de que todo ϕ ∈ Aut+ (Γ) pode ser es-
crito como produto de duas involuc¸o˜es para mostrar que este mesmo elemento
ϕ ∈ Aut+ (Γ) pode ser expresso como produto de no ma´ximo 11 reflexo˜es em geode´sicas.
Observamos que o conceito que adotamos de reflexa˜o em geode´sica e´ bem mais res-
tritivo que o conceito de reflexa˜o adotado por Moran. De fato, todas as reflexo˜es em
geode´sica sa˜o conjugadas, enquanto o conjunto de reflexo˜es (no sentido de Moran) possui
infinitas classes de conjugac¸a˜o.
2.1 Reflexo˜es em Geode´sicas
Motivados pelo estudo dos grupos gerados por reflexo˜es em espac¸os de curvatura cons-
tante, como por exemplo os grupos de Coxeter [10], surgiu a ide´ia de estudar os grupos
gerados por reflexo˜es em outros espac¸os, neste caso a´rvores. A primeira questa˜o que surge
e´ como definir uma reflexa˜o em uma a´rvore. Ao tentar escolher uma definic¸a˜o de reflexo˜es
em a´rvores, deparamo-nos com um grau de liberdade muito grande para sua escolha pois.
Por exemplo, em um espac¸o Euclidiano ou hiperbo´lico, uma reflexa˜o em um hiperplano
e´ definida usualmente de modo geome´trico e as u´nicas exigeˆncias sa˜o que a reflexa˜o seja
uma involuc¸a˜o e que deixe fixo um conjunto convexo de pontos. Por outro lado, como vi-
mos anteriormente, Moran define reflexa˜o em uma a´rvore apenas como um automorfismo
involutivo.
O objetivo e´ conseguir uma definic¸a˜o significativa de reflexo˜es em a´rvores e estudar as
propriedades decorrentes da definic¸a˜o adotada, ou seja, usando uma definic¸a˜o mais restrita
que a usada por Moran, tentar verificar o que acontece com o grupo dos automorfismos
de uma a´rvore Γ em relac¸a˜o ao grupo gerado pelas reflexo˜es em Γ. Na realidade a questa˜o
principal que queremos responder e´ quando um automorfismo de uma a´rvore Γ pode ser
escrito como produto de reflexo˜es. A seguir apresentamos a definic¸a˜o que adotamos para
reflexo˜es em geode´sicas de uma a´rvore:
CAPI´TULO 2. NU´MERO DE COBERTURA EM A´RVORES 14
Definic¸a˜o 10 Uma reflexa˜o em uma geode´sica de uma a´rvore Γ e´ um automorfismo
φ : Γ −→ Γ, satisfazendo:
1. φ e´ uma involuc¸a˜o, ou seja, (φ)2 = 1;
2. O conjunto de pontos fixos de φ e´ uma geode´sica, ou seja, existe uma geode´sica
g ⊂ Γ tal que φ (x) = x⇔ x ∈ g.
Dizemos nesta circunstaˆncia que φ e´ uma reflexa˜o na geode´sica g, ou ainda que g e´
geode´sica de reflexa˜o.
Observe que φ e´ uma reflexa˜o no sentido de Moran.
A escolha de uma geode´sica de reflexa˜o e´ de certo modo irrelevante, pois as reflexo˜es
em geode´sicas e o grupo gerado pelas reflexo˜es em geode´sicas sa˜o conjugados, uma vez
que o conjunto de pontos fixos e´ uma geode´sica e todas as geode´sicas sa˜o isomorfas por
automorfismos internos [18, Proposic¸a˜o 4].
No restante do texto, por uma questa˜o de simplicidade, quando usarmos o termo
reflexa˜o estaremos nos referindo a` reflexa˜o em geode´sica.
Dada uma geode´sica g ⊂ Γ, denotamos por Rg o conjunto de todas as reflexo˜es em
g e, denotamos por 〈Rg〉 o subgrupo de Aut(Γ) gerado por Rg. O conjunto de todas as
reflexo˜es sera´ denotado por R e o grupo gerado por estas reflexo˜es por 〈R〉.
Para uma a´rvore homogeˆnea de grau ı´mpar na˜o existem reflexo˜es do modo como foram
definidas acima, conforme demonstramos na seguinte proposic¸a˜o:
Proposic¸a˜o 11 Sejam Γ uma a´rvore (2k + 1)-homogeˆnea e g ⊂ Γ uma geode´sica. Se
ϕ ∈ Aut (Γ) e´ uma involuc¸a˜o que fixa pontualmente a geode´sica g, enta˜o ϕ tambe´m fixa
ve´rtices que na˜o pertencem a g.
Demonstrac¸a˜o: Para qualquer que seja x ∈ g, temos que ϕ (x) = x. Ale´m disso, ϕ age
em C1 (x) como um elemento do grupo de permutac¸o˜es do conjunto C1 (x) que mante´m
fixos dois ve´rtices, a saber, os que pertencem a geode´sica g. Sabemos que toda involuc¸a˜o
pode ser escrita como produto de transposic¸o˜es disjuntas, logo ϕ|C1(x) se escreve como o
produto de transposic¸o˜es envolvendo um nu´mero par de ve´rtices que pertencem a C1 (x).
Como |C1 (x)| = 2k + 1, segue que existe y ∈ C1 (x) e y /∈ g tal que ϕ (y) = y. ¤
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Involuc¸a˜o em uma a´rvore de grau ı´mpar Γ5.
Embora a paridade seja uma restric¸a˜o, tais a´rvores tem sua importaˆncia. De fato, pois
a´rvores homogeˆneas de grau par surgem naturalmente como grafos de Cayley de grupos
livres finitamente gerados.
Outro fato que merece atenc¸a˜o quando consideramos reflexo˜es em geode´sicas, e´ que
todo automorfismo gerado por reflexo˜es tem func¸a˜o de translac¸a˜o par, ou seja, automor-
fismos com func¸a˜o de translac¸a˜o assumindo valores ı´mpares na˜o podem ser descritos como
produto de reflexo˜es. E´ o que mostra a proposic¸a˜o a seguir:
Proposic¸a˜o 12 Sejam φ1, φ2, ..., φn reflexo˜es em geode´sicas e ϕ := φ1◦φ2◦ ...◦φn. Enta˜o
dϕ (x) ≡ 0mod 2 para todo x ∈ Γ.
Demonstrac¸a˜o: Dados uma reflexa˜o φ na geode´sica g e um ve´rtice x ∈ Γ, o ve´rtice
x0 ∈ g tal que d (x, x0) = d (x, g) e´ o ponto me´dio do segmento geode´sico [x, φ (x)] ligando
x a` φ (x). Uma vez que d (x, x0) = d (φ (x) , x0) e d (x, φ (x)) = d (x, x0) + d (x0, φ (x)),
temos que dφ (x) = 2d (x, x0) ≡ 0mod 2. Como o conjunto dos automorfismos com func¸a˜o
de translac¸a˜o par e´ um subgrupo, segue que dϕ (x) ≡ 0mod 2, para ϕ = φ1 ◦ φ2 ◦ ... ◦ φn
um produto de reflexo˜es. ¤
Apresentamos a seguir o primeiro resultado, ja´ conhecido, que dimensiona o grupo
gerado por reflexo˜es.
Teorema 13 ([18], Teorema 15) Sejam Γ uma a´rvore 4k-homogeˆnea e
R = {φ ∈ Aut (Γ4k) |φ e´ uma reflexa˜o}. Enta˜o o fecho topolo´gico do grupo gerado por
reflexo˜es 〈R〉 e´ o grupo Aut+ (Γ4k), um subgrupo normal de ı´ndice 2 em Aut (Γ4k).
Este resultado foi originalmente demonstrado de forma construtiva, ou seja, dado
ϕ ∈ Aut+ (Γ4k) exibimos uma sequ¨eˆncia (φn)n∈N de automorfismos e uma sequ¨eˆncia
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(Bn)n∈N de bolas conceˆntricas em Γ4k tais que
φn+1|Bn = φn|Bn = ϕ|Bn
onde cada φn e´ produto de reflexo˜es em geode´sicas. Um caso mais geral, considerando
a´rvores de grau par mas na˜o necessariamente mu´ltiplo de 4, pode ser demonstrado de
modo bastante simples (embora na˜o construtivo), com a vantagem adicional de na˜o pre-
cisarmos considerar o fecho topolo´gico, ou seja, dado ϕ ∈ Aut+ (Γ2k), existem reflexo˜es
em geode´sicas φ1, φ2, ..., φm tais que ϕ = φ1 ◦ φ2 ◦ ... ◦ φm.
Teorema 14 Sejam Γ uma a´rvore 2k-homogeˆnea, eR = {φ ∈ Aut (Γ2k) |φ e´ uma reflexa˜o}.
Enta˜o o grupo gerado por reflexo˜es 〈R〉 e´ o grupo Aut+ (Γ2k), um subgrupo normal de
ı´ndice 2 em Aut (Γ2k).
Demonstrac¸a˜o: Pela Proposic¸a˜o 12, temos que 〈R〉 ⊆ Aut+ (Γ2k), uma vez que todo
elemento de 〈R〉 tem func¸a˜o de translac¸a˜o par. Ale´m disso, 〈R〉 e´ um subgrupo normal
em Aut+ (Γ2k), pois todas as reflexo˜es sa˜o conjugadas [18, Proposic¸a˜o 4]. Pelo Teorema 7,
temos que o grupo Aut+ (Γ2k) e´ simples, ou seja, na˜o possui subgrupo pro´prio normal na˜o
trivial, logo 〈R〉 = Aut+ (Γ2k) e como
[
Aut (Γ2k) : Aut
+ (Γ2k)
]
= 2, segue o resultado. ¤
Na pro´xima sec¸a˜o veremos que qualquer automorfismo ϕ ∈ Aut+ (Γ2k) se escreve como
produto de no ma´ximo 11 reflexo˜es.
A restric¸a˜o feita a`s a´rvores de grau mu´ltiplo de 4 no trabalho [18] deve-se ao fato
que, ao considerarmos uma reflexa˜o φ e um ve´rtice x pertencente a geode´sica de reflexa˜o,
se restringirmos a ac¸a˜o de φ a C1 (x), esta restric¸a˜o e´ um elemento do grupo alternado
quando o grau da a´rvore e´ da forma n ≡ 2mod 4. Como veremos no seguinte lema:
Lema 15 Sejam Γn uma a´rvore n-homogeˆnea, com n ≡ 2mod 4 e g ⊂ Γ uma geode´sica.
Se ϕ ∈ Rg, enta˜o ϕ age em C1 (x) como um elemento de An (grupo alternado), para todo
x ∈ g.
Demonstrac¸a˜o: Como vimos anteriormente (pa´gina 5), qualquer automorfismo que fixa
um determinado ve´rtice pode ser escrito como uma sequ¨eˆncia de permutac¸o˜es
ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, ...) onde cada ϕk age no k-e´simo n´ıvel a partir da raiz. Como ϕ ∈ Rg,
temos que (ϕ)2 = 1 e que ϕ fixa pontualmente a geode´sica g. Consequ¨entemente, cada
ϕk tambe´m e´ uma involuc¸a˜o, ou seja, cada ϕk e´ escrita como produto de transposic¸o˜es
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disjuntas envolvendo os ve´rtices do k-e´simo n´ıvel. Vamos rotular a geode´sica g a partir
de qualquer um de seus ve´rtices, por exemplo x0, do seguinte modo:
g := ...x−j, ..., x−1, x0, x1, ..., xj, ...
Em particular, ϕ1|C1 (x0) tambe´m se escreve como produto de transposic¸o˜es disjuntas
envolvendo exatamente n− 2 ve´rtices de C1 (x0), pois x−1 e x1 pertencem a g e sa˜o fixos
por ϕ1. Assim, o nu´mero de ve´rtices transpostos em C1 (x0) e´ um mu´ltiplo de 4 (vale
lembrar que n ≡ 2mod 4), consequ¨entemente o nu´mero de transposic¸o˜es e´ par. Logo
ϕ1|C1 (x0) ∈ An. Mas a escolha de x0 ∈ g e´ arbitra´ria, e assim o resultado vale para todo
x ∈ g. ¤
Como veremos adiante, conseguimos contornar esta restric¸a˜o e trabalhar com qualquer
a´rvore de grau par.
2.2 Nu´mero de Cobertura
Seja A um subconjunto de um grupo G. O nu´mero de cobertura de G por A e´ definido
como o menor inteiro n tal que cada elemento φ de G e´ o produto de no ma´ximo n
elementos de A ou, em outras palavras, o nu´mero de cobertura e´ o menor inteiro n
satisfazendo An = G. Denotamos este nu´mero por nc (G,A). Caso na˜o exista um n tal
que An = G, por convenc¸a˜o, nc (G,A) =∞. Em particular, vamos estudar o caso quando
o subconjunto considerado e´ uma classe de conjugac¸a˜o de G. O nu´mero de cobertura de
um grupo G, denotado por nc (G) , e´ definido por
nc (G) := sup {nc (G,C) | C e´ uma classe de conjugac¸a˜o na˜o trivial de G}
ou equivalentemente
nc (G) := sup {n| Cn = G,∀C uma classe de conjugac¸a˜o na˜o trivial de G} .
Diversos trabalhos discutem o nu´mero de cobertura de grupos, destacamos o seguinte
teorema, chamado de Teorema ba´sico de cobertura.
Teorema 16 ([1, Teorema 1.1]) Seja G um grupo simples na˜o-abeliano finito e C uma
classe de conjugac¸a˜o na˜o trivial em G. Enta˜o existe um inteiro positivo n tal que Cn = G.
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Em alguns casos e´ poss´ıvel determinar qual e´ esse nu´mero n, por exemplo, em
[1, Cap´ıtulo 4], sa˜o investigados principalmente os grupos finitos cujo nu´mero de cobertura
e´ dois.
Tambe´m em [1, Cap´ıtulo 1] e´ demonstrado que um grupo finito tem um nu´mero de
cobertura finito se, e somente se, ele e´ simples. Se um grupo G e´ infinito e nc (G) < ∞,
enta˜o G e´ simples.
Este resultado nos motivou a procurar um nu´mero de cobertura para Aut+ (Γ) pela
classe de conjugac¸a˜o das reflexo˜es, pois Aut+ (Γ) e´ simples, quando Γ e´ uma a´rvore ho-
mogeˆnea. Como vimos no Lema 2, cada involuc¸a˜o em Aut (Γ) e´ determinada, a menos de
conjugac¸a˜o, pela sua sub-a´rvore de pontos fixos.
Neste cap´ıtulo estamos interessados em estudar uma classe de conjugac¸a˜o em especial,
a classe das reflexo˜es, e determinar o nu´mero de cobertura de Aut+ (Γ) pelo conjunto R
de reflexo˜es.
Vimos anteriormente, Proposic¸a˜o 11, que na˜o existem reflexo˜es (em geode´sicas) em
a´rvores homogeˆneas de grau ı´mpar, logo estamos assumindo que Γ e´ uma a´rvore
n-homogeˆnea, com n par. Vamos adotar as seguintes definic¸o˜es:
Definic¸a˜o 17 Uma sub-a´rvore na˜o vazia Γ′ ⊂ Γ e´ dita admiss´ıvel se existe uma involuc¸a˜o
ϕ ∈ Aut (Γ) tal que
Fix (ϕ) = Γ′
ou seja, uma sub-a´rvore admiss´ıvel e´ obtida como o conjunto de pontos fixos de uma
involuc¸a˜o.
Definic¸a˜o 18 Uma a´rvore admiss´ıvel Γ′ ⊂ Γ e´ dita trivial se Γ′ for apenas um ve´rtice,
uma geode´sica ou a pro´pria a´rvore Γ.
Comec¸amos caracterizando as sub-a´rvores admiss´ıveis de uma a´rvore n-homogeˆnea.
Proposic¸a˜o 19 Sejam Γ uma a´rvore n-homogeˆnea e Γ′ ⊂ Γ uma sub-a´rvore. Enta˜o Γ′ e´
admiss´ıvel se, e somente se,
|C1 (x)|Γ′ ≡ 0mod 2 para todo x ∈ Γ′
onde |C1 (x)|Γ′ := |C1 (x) ∩ Γ′|.
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Demonstrac¸a˜o:
⇒) Temos que Γ′ = Fix (ϕ) para alguma involuc¸a˜o ϕ ∈ Aut (Γ). Seja x ∈ Γ′ e con-
sidere x como raiz de Γ. Vimos anteriormente (pa´gina 5) que qualquer automor-
fismo fixando um determinado ve´rtice pode ser escrito como uma sequ¨eˆncia de per-
mutac¸o˜es ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, ...) onde cada ϕk age no k-e´simo n´ıvel a partir da raiz x.
Como (ϕ)2 = 1, temos que cada ϕk tambe´m e´ uma involuc¸a˜o, ou seja, cada ϕk e´
escrita como produto de transposic¸o˜es disjuntas envolvendo os ve´rtices do k-e´simo
n´ıvel. Em particular, ϕ1 ∈ Sn tambe´m se escreve como produto de transposic¸o˜es
disjuntas envolvendo (na˜o necessariamente todos) os n ve´rtices. Com isso temos
que o nu´mero de ve´rtices transpostos e´ par, consequ¨entemente o nu´mero de ve´rtices
fixos tambe´m e´ par. Logo |C1 (x)|Γ′ ≡ 0mod 2. Como a escolha do ve´rtice raiz e´
arbitra´ria, o resultado vale para todo x ∈ Γ′.
⇐) Temos que |C1 (x)|Γ′ ≡ 0mod 2 para todo x ∈ Γ′. Escolha x0 ∈ Γ′ como raiz de
Γ. O nu´mero de ve´rtices em C1 (x0) \Γ′ e´ par, logo e´ poss´ıvel definir neste conjunto
uma involuc¸a˜o ϕ1 tal que Fix (ϕ1) = Γ′ ∩ C1 (x0). O nu´mero de sucessores de cada
um destes ve´rtice pertencente a Γ′, excluindo x0, e´ ı´mpar, pois |C1 (x)|Γ′ ≡ 0mod 2
para todo x ∈ Γ′ e a partir do n´ıvel 1 todo ve´rtice possui antecessor. Consequ¨ente-
mente, o nu´mero de sucessores de cada ve´rtice x ∈ Γ′ em Γ\Γ′ e´ par. Assim sendo, e´
poss´ıvel definir involuc¸o˜es ϕ2, ϕ3, ϕ4, ...atuando em C2 (x0) , C3 (x0) , C3 (x0) , ... res-
pectivamente, de modo que
ϕ :=
(
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ...
)
seja uma involuc¸a˜o tal que Fix (ϕ) = Γ′.
¤
Vimos que ao fixar uma raiz em uma a´rvore admiss´ıvel, o conjunto dos sucessores de
cada ve´rtice, exceto a raiz, tem cardinalidade ı´mpar. Este fato sera´ usado posteriormente
em algumas demonstrac¸o˜es e esta´ ilustrado na figura abaixo:
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Nas demonstrac¸o˜es de va´rios resultados a seguir sera˜o considerados diversos casos, de
acordo com as definic¸o˜es que seguem abaixo.
Definic¸a˜o 20 Dada uma a´rvore admiss´ıvel Γ′ ⊂ Γ, dizemos que um ve´rtice x ∈ Γ′ satisfaz
a condic¸a˜o de paridade
• par (CPP) em relac¸a˜o a Γ′ se |C1 (x)|Γ′ ≡ 0mod 4.
• ı´mpar (CPI) em relac¸a˜o a Γ′ se |C1 (x)|Γ′ ≡ 2mod 4.
Definic¸a˜o 21 Seja Γ′ ⊂ Γ uma sub-a´rvore admiss´ıvel e g ⊂ Γ′ uma geode´sica. Dizemos
que Γ′ e´ g-sime´trica se existe σ ∈ Rg tal que:
σ (Γ′) = Γ′.
Antes de apresentarmos o pro´ximo lema, vamos refinar a decomposic¸a˜o por n´ıveis de
uma a´rvore raiz, ou seja, vamos realizar esta decomposic¸a˜o a partir de uma geode´sica.
Seja g ⊂ Γ uma geode´sica. Vamos considerar a decomposic¸a˜o por n´ıveis da a´rvore Γ
a partir desta geode´sica, do seguinte modo: Definimos, para todo k ≥ 0,
Vk := Vk (g) = {x ∈ Γ|d (x, g) = k} .
Observe que em particular, V0 = g.
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Por abuso de notac¸a˜o identificamos a a´rvore Γ com o conjunto de seus ve´rtices, de
modo que Γ pode ser escrita como a unia˜o disjunta dos conjuntos Vk, isto e´
Γ =
◦⋃
k≥0
Vk.
Assim como acontece em a´rvores raiz, se x ∈ Vk (k > 0) existe um u´nico ve´rtice
x′ ∈ Vk−1 tal que {x, x′} e´ uma aresta, ou seja, temos uma func¸a˜o sobrejetora
p : Vk −→ Vk−1
x −→ x′ = p (x)
do conjunto Vk no conjunto Vk−1.
Qualquer automorfismo µ ∈ Aut (Γ) que deixa invariante a geode´sica g, define uma
sequ¨eˆncia de permutac¸o˜es (µ0, µ1, µ2, ...) onde µk age no conjunto Vk (µ
k (Vk) = Vk) e
p
(
µk (x)
)
= µk−1 (p (x)) (k > 0) .
Do mesmo modo, qualquer sequ¨eˆncia de permutac¸o˜es satisfazendo estas condic¸o˜es define
um automorfismo da a´rvore, e temos que o automorfismo definido por esta sequ¨eˆncia
fixa a geode´sica g se, e somente se, µ0 = 1, ou seja, µ restrita a geode´sica g age como
identidade.
Os lemas que seguem sera˜o usados posteriormente na demonstrac¸a˜o do resultado
principal deste cap´ıtulo, que se refere ao nu´mero de cobertura de Aut+ (Γ) pela classe
de conjugac¸a˜o das reflexo˜es. Observe que os lemas consideram em separado as a´rvores
k-homogeˆneas com graus da forma k ≡ 0mod 4 e k ≡ 2mod 4.
Lema 22 Sejam Γ uma a´rvore k-homogeˆnea, com k ≡ 0mod 4 e Γ′ ⊂ Γ uma a´rvore
g-sime´trica. Se todo ve´rtice x ∈ g satisfaz CPP em relac¸a˜o a Γ′, enta˜o existem µ, τ ∈ Rg
tais que:
i) Fix (µ) = Fix (τ) = g;
ii) Fix (τ ◦ µ) = Γ′.
Demonstrac¸a˜o: A demonstrac¸a˜o deste lema consiste em escolher permutac¸o˜es em
cada conjunto Vk := Vk (g), satisfazendo as condic¸o˜es descritas acima, de modo que o
conjunto de pontos fixos do produto destas permutac¸o˜es coincidam com a restric¸a˜o de Γ′
no respectivo n´ıvel Vk. A sequ¨eˆncia destas permutac¸o˜es dara´ origem a duas reflexo˜es de
modo que o conjunto de pontos fixos do produto destas duas reflexo˜es coincidam com Γ′.
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Para V0 = g escolhemos µ
0 = τ 0 = 1, assim µ0 (g) = τ 0 (g) = g, e como g ⊂ Γ′
Fix
(
τ 0 ◦ µ0) = Γ′ ∩ V0.
Para cada xn ∈ g, n ∈ Z temos que o conjunto p−1 (xn) ⊂ V1 possui k − 2 ve´rtices
adjacentes a xn. Vamos rotular esses k − 2 ve´rtices como xn,1, xn,2, ..., xn,k−2. Como uma
reflexa˜o fixa apenas a geode´sica de reflexa˜o (que neste caso e´ g), sua restric¸a˜o a V1 deve
transpor exatamente os k− 2 ve´rtices em p−1 (xn), para cada n ∈ Z. Deste modo, vamos
definir µn,1, τn,1 involuc¸o˜es transpondo os k − 2 ve´rtices em p−1 (xn) e mostrar que o
conjunto Fix (τn,1 ◦ µn,1) coincide com Γ′ ∩ p−1 (xn) para cada xn. Seja 0 ≤ l1 (n) ≤ k− 2
o nu´mero de ve´rtices em p−1 (xn) ∩ Γ′. Como xn satisfaz CPP em relac¸a˜o a` Γ′, e dois
ve´rtices adjacentes a` xn pertencem a` geode´sica g, temos que l1 (n) ≡ 2mod 4. Observe
que se k = 4 ter´ıamos l1 (n) = 2, e ha´ apenas uma possibilidade para definir as duas
reflexo˜es. Podemos supor enta˜o que k > 4. Definimos µn,1, τn,1 como:
µn,1 = (xn,1xn,3) (xn,2xn,4) ...
(
xn,k−l1(n)−5, xn,k−l1(n)−3
) (
xn,k−l1(n)−4, xn,k−l1(n)−2
)(
xn,k−l1(n)−1, xn,k−l1(n)
) (
xn,k−l1(n)+1, xn,k−l1(n)+2
)
... (xn,k−3, xn,k−2) ,
τn,1 = (xn,1xn,4) (xn,2xn,3) ...
(
xn,k−l1(n)−5, xn,k−l1(n)−2
) (
xn,k−l1(n)−4, xn,k−l1(n)−3
)(
xn,k−l1(n)−1, xn,k−l1(n)
) (
xn,k−l1(n)+1, xn,k−l1(n)+2
)
... (xn,k−3, xn,k−2) .
Nesta definic¸a˜o subentende-se que os sub-´ındices esta˜o definidos no conjunto
{1, 2, ..., k − 2} e que podemos assumir, sem perda de generalidade, que
xn,j ∈ Γ′ ⇔ j > (k − 2)− l1 (n). Com estas definic¸o˜es temos
τn,1 ◦ µn,1 = (xn,1xn,2) (xn,3xn,4) ...
(
xn,k−l1(n)−5, xn,k−l1(n)−4
) (
xn,k−l1(n)−3, xn,k−l1(n)−2
)
e o nu´mero de ve´rtices em p−1 (xn) fixos pela composic¸a˜o τn,1 ◦ µn,1 e´ exatamente l1 (n) e
estes sa˜o precisamente os ve´rtices da forma xn,j com j > (k − 2)− l1 (n), ou seja,
Fix (τn,1 ◦ µn,1) = Γ′ ∩ p−1 (xn)
para cada xn. Definimos enta˜o
µ1 := (µn,1) , onde n ∈ Z
τ 1 := (τn,1) , onde n ∈ Z
da´ı segue que
Fix
(
τ 1 ◦ µ1) = Γ′ ∩ V1.
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Antes de passarmos ao n´ıvel 2, observe que nos interessam apenas os ve´rtices descendentes
dos que ficaram fixos no primeiro n´ıvel, pois os demais na˜o pertencem a Γ′. Observe ainda
que µ1 e τ 1 coincidem em Fix (τ 1 ◦ µ1), ou seja, transpo˜e os mesmos ve´rtices, assim sendo
basta mostrarmos apenas que, para os sucessores de dois ve´rtices que foram transpostos
xn,i, xn,j ∈ Fix (τ 1 ◦ µ1) com i 6= j ∈ {1, 2, ..., k − 2} e´ poss´ıvel definir involuc¸o˜es µn,i,j e
τn,i,j atuando em p
−1 (xn,i) ∪ p−1 (xn,j) ⊂ V2 tal que
Fix (τn,i,j ◦ µn,i,j) = Γ′ ∩
(
p−1 (xn,i) ∪ p−1 (xn,j)
)
.
Temos que Γ′ e´ g-sime´trica, logo, sem perda de generalidade, podemos supor que xn,i e xn,j
sa˜o sime´tricos, isto e´, existe σ ∈ Rg tal que σ (xn,i) = xn,j. Vamos rotular os k−1 ve´rtices
sucessores de xn,i por xn,i,1, xn,i,2, ..., xn,i,k−1 e os k − 1 ve´rtices sucessores de xn,j por
xn,j,1, xn,j,2, ..., xn,j,k−1 e como xn,i e xn,j sa˜o sime´tricos, podemos supor ainda que
σ (xn,i,m) = xn,j,m para todo m ∈ {1, 2, ..., k − 1} com xn,i,m ∈ Γ′ ⇔ xn,j,m ∈ Γ′. Ob-
serve tambe´m que como Γ′ e´ uma a´rvore admiss´ıvel temos pela Proposic¸a˜o 19 que dentre
estes k− 1 ve´rtices, o nu´mero de ve´rtices fixos devera´ ser ı´mpar. Seja 1 ≤ l2 (n, i) ≤ k− 1
o nu´mero de ve´rtices em Γ′ ∩ p−1 (xn,i). Assim como anteriormente, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que xn,i,m ∈ Γ′ ⇔ m > (k − 1) − l2 (n, i). Observe que como
xn,i e xn,j sa˜o sime´tricos, l2 (n, i) = l2 (n, j) = Γ
′ ∩ p−1 (xn,j). Vamos definir µn,i,j e τn,i,j
nestes ve´rtices da seguinte maneira:
µn,i,j = (xn,i,1xn,j,2) (xn,i,2xn,j,1) ...
(
xn,i,k−l2(n,i)−2xn,j,k−l2(n,i)−1
)(
xn,i,k−l2(n,i)−1xn,j,k−l2(n,i)−2
)
,
τn,i,j = (xn,i,1xn,j,1) (xn,i,2xn,j,2) ...
(
xn,i,k−l2(n,i)−2xn,j,k−l2(n,i)−2
)(
xn,i,k−l2(n,i)−1xn,j,k−l2(n,i)−1
)
.
Chamamos novamente atenc¸a˜o para o fato que os sub-´ındices esta˜o definidos no conjunto
{1, 2, ..., k − 1} e que
τn,i,j ◦ µn,i,j = (xn,i,1xn,i,2) (xn,j,1xn,j,2) ...
(
xn,i,k−l2(n,i)−2xn,i,k−l2(n,i)−1
)(
xn,j,k−l2(n,i)−2xn,j,k−l2(n,i)−1
)
.
O nu´mero de ve´rtices em p−1 (xn,i)∪ p−1 (xn,j) fixos pela composic¸a˜o τn,i,j ◦ µn,i,j e´ exata-
mente 2 (l2 (n, i)) e estes sa˜o precisamente os ve´rtices da forma xn,i,m com
m > (k − 1)− l2 (n, i), ou seja,
Fix (τn,i,j ◦ µn,i,j) = Γ′ ∩
(
p−1 (xn,i) ∪ p−1 (xn,j)
)
.
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Novamente definimos
µ2 := (µn,i,j) , n ∈ Z e i 6= j ∈ {1, 2, ..., k − 2}
τ 2 := (τn,i,j) , n ∈ Z e i 6= j ∈ {1, 2, ..., k − 2}
e segue que
Fix
(
τ 2 ◦ µ2) = Γ′ ∩ V2.
A definic¸a˜o de µk e τ k em cada um dos pro´ximos n´ıveis Vk segue de modo ana´logo, para
exemplificar, vamos definir µ3 e τ 3. Vamos supor que xn,i,1, xn,j,1 ∈ Fix (τ 2 ◦ µ2), ou
seja, ficaram fixos no n´ıvel anterior, vamos rotular os k−1 ve´rtices sucessores de xn,i,1 por
xn,i,1,1, xn,i,1,2, ..., xn,i,1,k−1 e os k − 1 ve´rtices sucessores de xn,j,1 por
xn,j,1,1, xn,j,1,2, ..., xn,j,1,k−1. Como xn,i,1 e xn,j,1 sa˜o sime´tricos, podemos supor que
σ (xn,i,1,m) = xn,j,1,m para todo m ∈ {1, 2, ..., k − 1} com xn,i,1,m ∈ Γ′ ⇔ xn,j,1,m ∈ Γ′.
Seja 1 ≤ l3 (n, i, 1) ≤ k − 1 o nu´mero de ve´rtices em Γ′ ∩ p−1 (xn,i,1). Novamente assu-
mimos que xn,i,1,m ∈ Γ′ ⇔ m > (k − 1) − l3 (n, i, 1). Observe que como xn,i,1 e xn,j,1 sa˜o
sime´tricos, l3 (n, i, 1) = l3 (n, j, 1) = Γ
′ ∩ p−1 (xn,j,1). Vamos definir µn,i,j,1 e τn,i,j,1 nestes
ve´rtices da seguinte maneira:
µn,i,j,1 = (xn,i,1,1xn,j,1,2) (xn,i,1,2xn,j,1,1) ...
(
xn,i,1,k−l3(n,i,1)−2xn,j,1,k−l3(n,i,1)−1
)(
xn,i,1,k−l3(n,i,1)−1xn,j,1,k−l3(n,i,1)−2
)
,
τn,i,j,1 = (xn,i,1,1xn,j,1,1) (xn,i,1,2xn,j,1,2) ...
(
xn,i,1,k−l3(n,i,1)−2xn,j,1,k−l3(n,i,1)−2
)(
xn,i,1,k−l3(n,i,1)−1xn,j,1,k−l3(n,i,1)−1
)
,
τn,i,j,1 ◦ µn,i,j,1 = (xn,i,1,1xn,i,1,2) (xn,j,1,1xn,j,1,2) ...
(
xn,i,1,k−l3(n,i,1)−2xn,i,1,k−l3(n,i,1)−1
)(
xn,j,1,k−l3(n,i,1)−2xn,j,1,k−l3(n,i,1)−1
)
.
Novamente com estas definic¸o˜es o nu´mero de ve´rtices em p−1 (xn,i,1) ∪ p−1 (xn,j,1) fixos
pela composic¸a˜o τn,i,j,1 ◦ µn,i,j,1 e´ exatamente 2 (l3 (n, i, 1)) e estes sa˜o precisamente os
ve´rtices da forma xn,i,1,m com m > (k − 1) − l3 (n, i, 1), ou seja, podemos definir como
anteriormente
µ3 := (µn,i,j,1) n ∈ Z e i 6= j ∈ {1, 2, ..., k − 2}
τ 3 := (τn,i,j,1) n ∈ Z e i 6= j ∈ {1, 2, ..., k − 2} .
Novamente temos que
Fix
(
τ 3 ◦ µ3) = Γ′ ∩ V3.
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Segue de modo ana´logo as definic¸o˜es de µk e τ k para k ≥ 4. Observe que da maneira
como foram definidas as involuc¸o˜es µk e τ k temos que
µ :=
(
µ0, µ1, ..., µk, ...
)
τ :=
(
τ 0, τ 1, ..., τ k, ...
)
sa˜o involuc¸o˜es que tem como pontos fixos apenas a geode´sica g, ou seja, µ, τ ∈ Rg e ale´m
disso,
Fix (τ ◦ µ) = Γ′.
¤
O mesmo resultado vale para uma sub-a´rvore Γ′ ⊆ Γ, g-sime´trica se os ve´rtices da
geode´sica de simetria satisfizerem CPI.
Lema 23 Sejam Γ uma a´rvore k-homogeˆnea, com k ≡ 2mod 4 e Γ′ ⊂ Γ uma a´rvore
g-sime´trica. Se todo x ∈ g satisfaz CPI em relac¸a˜o a` Γ′, enta˜o existem µ, τ ∈ Rg tais
que:
i) Fix (µ) = Fix (τ) = g;
ii) Fix (τ ◦ µ) = Γ′.
Demonstrac¸a˜o: A demonstrac¸a˜o e´ basicamente a mesma do lema anterior, existindo
uma pequena diferenc¸a com relac¸a˜o ao nu´mero de ve´rtices fixos no n´ıvel 1. Deste modo,
faremos apenas a demonstrac¸a˜o para este n´ıvel.
Para cada xn ∈ g, n ∈ Z temos que o conjunto p−1 (xn) ⊂ V1 possui k − 2 ve´rtices
adjacentes a xn. Vamos rotular esses k − 2 ve´rtices como xn,1, xn,2, ..., xn,k−2. Como uma
reflexa˜o fixa apenas a geode´sica de reflexa˜o (que neste caso e´ g), sua restric¸a˜o a V1 deve
transpor exatamente os k− 2 ve´rtices em p−1 (xn), para cada n ∈ Z. Deste modo, vamos
definir µn,1, τn,1 involuc¸o˜es transpondo os k− 2 ve´rtices em p−1 (xn) e mostrar que o con-
junto Fix (τn,1 ◦ µn,1) coincide com Γ′ ∩ p−1 (xn) para cada xn. Seja 0 ≤ l1 (n) ≤ k − 2 o
nu´mero de ve´rtices em p−1 (xn)∩Γ′. Como xn satisfaz CPI em relac¸a˜o a` Γ′, e dois ve´rtices
adjacentes a xn pertencem a` geode´sica g, temos que l1 (n) ≡ 0mod 4. Novamente assu-
mimos k > 6, pois do contra´rio as definic¸o˜es acabam sendo triviais. Definimos µn,1, τn,1
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como:
µn,1 = (xn,1xn,3) (xn,2xn,4) ...
(
xn,k−l1(n)−5, xn,k−l1(n)−3
) (
xn,k−l1(n)−4, xn,k−l1(n)−2
)(
xn,k−l1(n)−1, xn,k−l1(n)
) (
xn,k−l1(n)+1, xn,k−l1(n)+2
)
... (xn,k−3, xn,k−2) ,
τn,1 = (xn,1xn,4) (xn,2xn,3) ...
(
xn,k−l1(n)−5, xn,k−l1(n)−2
) (
xn,k−l1(n)−4, xn,k−l1(n)−3
)(
xn,k−l1(n)−1, xn,k−l1(n)
) (
xn,k−l1(n)+1, xn,k−l1(n)+2
)
... (xn,k−3, xn,k−2) .
Nesta definic¸a˜o subentende-se que os sub-´ındices esta˜o definidos no conjunto
{1, 2, ..., k − 2} e que podemos assumir, sem perda de generalidade, que
xn,j ∈ Γ′ ⇔ j > (k − 2)− l1 (n). Assim
τn,1 ◦ µn,1 = (xn,1xn,2) (xn,3xn,4) ...
(
xn,k−l1(n)−5, xn,k−l1(n)−4
) (
xn,k−l1(n)−3, xn,k−l1(n)−2
)
e o nu´mero de ve´rtices em p−1 (xn) fixos pela composic¸a˜o τn,1 ◦ µn,1 e´ exatamente l1 (n) e
estes sa˜o precisamente os ve´rtices da forma xn,j com j > (k − 2)− l1 (n), ou seja,
Fix (τn,1 ◦ µn,1) = Γ′ ∩ p−1 (xn)
para cada xn. Definimos enta˜o
µ1 := (µn,1) n ∈ Z
τ 1 := (τn,1) n ∈ Z
da´ı segue que
Fix
(
τ 1 ◦ µ1) = Γ′ ∩ V1.
A definic¸a˜o das involuc¸o˜es nos n´ıveis subsequ¨entes seguem de modo ideˆntico a demons-
trac¸a˜o anterior. ¤
Nosso objetivo agora e´ mostrar que dada uma a´rvore admiss´ıvel, e´ poss´ıvel realizar
esta a´rvore como o conjunto de pontos fixos do produto finito de reflexo˜es, na˜o sendo
necessa´tio mais de 5 reflexo˜es.
Trataremos primeiramente o caso em que Γ′ na˜o e´ uma a´rvore admiss´ıvel trivial.
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Teorema 24 Sejam Γ uma a´rvore k-homogeˆnea, Γ′ ⊂ Γ uma a´rvore admiss´ıvel na˜o
trivial e R = {ϕ ∈ Aut (Γ) | ϕ e´ uma reflexa˜o}. Enta˜o existem no ma´ximo cinco reflexo˜es
µ, τ, σ, ω, φ ∈ R tais que Fix (φ ◦ ω ◦ σ ◦ τ ◦ µ) = Γ′ e (φ ◦ ω ◦ σ ◦ τ ◦ µ)2 = 1.
Demonstrac¸a˜o: Como Γ′ e´ na˜o trivial, pela Definic¸a˜o 18, existe ao menos um ve´rtice
x0 ∈ Γ′ tal que
C1 (x0) ∩ Γ′ 6= ∅ e
C1 (x0) * Γ′
ou seja, existem pelo menos dois (e no ma´ximo k − 2) ve´rtices adjacentes a x0 que na˜o
pertencem a` Γ′. Vamos escolher dois destes ve´rtices e uma geode´sica h que conte´m ambos.
Observe que x0 ∈ h e mais ainda, h∩Γ′ = {x0}. Vamos rotular esta geode´sica h da seguinte
maneira: os dois ve´rtices escolhidos em C1 (x0) sera˜o rotulados como x−1 e x1, e os demais
em correspondeˆncia biun´ıvoca com os inteiros, como segue
h = ...x−l, ..., x−2, x−1, x0, x1, x2, ..., xl...
Considere uma geode´sica g tal que g ∩ h = x1. No ve´rtice x2 de h considere uma co´pia
Γ′′ de Γ′ de modo que x0 seja identificado com x2 e Γ′′ ∩ h = {x2}.
Considere a a´rvore Γ˜∗ formada pela unia˜o das geode´sicas h e g,Γ′ e sua co´pia Γ′′. Ob-
serve que Γ˜∗ e´ sime´trica em relac¸a˜o a geode´sica g e adimiss´ıvel, pois
|C1 (v)|Γ˜∗ ≡ 0mod 2 ∀v ∈ Γ˜∗. Para ca´ırmos nas condic¸o˜es de um dos lemas anteriores,
precisamos que ao longo de uma geode´sica de simetria todos os ve´rtices satisfac¸am CPP
(se o grau da a´rvore for da forma k ≡ 0mod 4) ou CPI (se o grau da a´rvore for da forma
k ≡ 2mod 4). Primeiramente vamos rotular a geode´sica g de maneira semelhante ao ro-
tulamento feito para a geode´sica h: identificamos, por uma questa˜o de notac¸a˜o, x1 = y0
e colocamos
g := ...y−j, ..., y−1, y0, y1, ..., yj, ...
com j ∈ N.
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Realizac¸a˜o geome´trica para Γ˜∗
Vamos considerar agora cada caso separado.
Caso 1 (k ≡ 0mod4) Precisamos que todo ve´rtice pertencente a g satisfac¸a a condic¸a˜o
CPP em relac¸a˜o a Γ˜∗. Isso e´ feito acrescentando a cada yi, i 6= 0, uma geode´sica
transversal a g, ou seja, acrescentamos uma famı´lia de geode´sicas li satisfazendo
li ∩ g = yi, para cada i 6= 0.
Obtemos a seguinte a´rvore
Γ∗ := Γ˜∗
⋃
i∈Z
i6=0
li.
Temos enta˜o que Γ∗ e´ uma a´rvore admiss´ıvel, g-sime´trica e satisfazendo CPP ao
longo de g. Pelo Lema 22, esta a´rvore pode ser obtida como o conjunto de pontos
fixos de 2 reflexo˜es.
Caso 2 (k ≡ 2mod4) Este caso e´ um pouco mais simples, pois os ve´rtices da geode´sica g
satisfazem CPI em relac¸a˜o a Γ˜∗, exceto y0, ou seja, basta acrescentar uma geode´sica
l passando por y0 tal que
l ∩ h = l ∩ g = y0.
Isso e´ poss´ıvel, pois k ≥ 4 e k ≡ 2mod 4. Temos enta˜o a seguinte a´rvore
Γ∗ := Γ˜∗ ∪ l.
Agora Γ∗ e´ uma a´rvore admiss´ıvel, g-sime´trica e satisfazendo CPI ao longo de g.
Sabemos pelo Lema 23, que esta a´rvore pode ser obtida como o conjunto de pontos
fixos de 2 reflexo˜es.
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Com isso mostramos que dada uma a´rvore admiss´ıvel e´ poss´ıvel construir, de maneira
sistema´tica, uma outra a´rvore admiss´ıvel satisfazendo as condic¸o˜es dos Lemas 22 ou 23,
isto e´, existem duas reflexo˜e µ, τ ∈ R cujo conjunto de pontos fixos de sua composic¸a˜o
conte´m a a´rvore admiss´ıvel dada, ou seja, Γ′ ⊂ Fix (τ ◦ µ) = Γ∗. A ide´ia agora e´ obter
mais reflexo˜es de modo que a composta destas com µ e τ seja uma involuc¸a˜o que tenha
apenas a a´rvore admiss´ıvel dada Γ′ como conjunto de pontos fixos.
Seja ω ∈ Aut (Γ), que mantenha uma geode´sica invariante. Considerando o rotula-
mento dos ve´rtices a partir desta geode´sica (conforme vimos na pa´gina 20), ω pode ser
descrito como uma sequ¨eˆncia de permutac¸o˜es ω := (ω0, ω1, ω2, ...) onde ωk age em Vk e
p
(
ωk (x)
)
= ωk−1 (p (x)) (k > 0). Se denotarmos
ω (xi0,i1,i2,...,ik,...) = xj0,j1,j2,...,jk,...,
temos que a k-e´sima componente da sequ¨eˆncia (j0, j1, j2...) depende das k primeiras com-
ponentes da sequ¨eˆncia (i0, i1, i2, ...). Representamos isso do seguinte modo:
ω (xi0,i1,i2,i3,...) = xω0(i0),ω1i0 (i1),ω
2
i0,i1
(i2),ω3i0,i1,i2
(i3),...
Onde um ı´ndice da forma ω2i0,i1 diz que a componente ω
2 depende das duas primeiras
coordenadas do ve´rtice onde ela age. O ı´ndice superior e´ redundante e tem apenas a
func¸a˜o de ”ajudar”a localizar o n´ıvel em que a permutac¸a˜o esta´ agindo.
Computando diretamente a composic¸a˜o de dois automorfismos ω, σ ∈ Aut (Γ) verifi-
camos que
σω (xi0,i1,i2,...,ik,...) = σ
(
xω0(i0),ω1i0 (i1),ω
2
i0,i1
(i2),ω3i0,i1,i2
(i3),...
)
= xσ0ω0(i0),σ1
ω0(i0)
ω1i0
(i1),σ2
ω0(i0),ω
1
i0
(i1)
ω2i0,i1
(i2),σ3
ω0(i0),ω
1
i0
(i1),ω
2
i0,i1
(i2)
ω3i0,i1,i2
(i3),...
que se estende de maneira natural para a composic¸a˜o de um nu´mero maior de automor-
fismos.
Como µ e τ sa˜o reflexo˜es obtidas pelos Lemas 22 ou 23, podemos considera´-las dadas.
Observe que ambas mante´m a geode´sica h invariante, ale´m disso sua ac¸a˜o nesta geode´sica
e´ a seguinte:
µ (xn) = µ
0 (xn) = x−n+2 para todo xn ∈ h
τ (xn) = τ
0 (xn) = x−n+2 para todo xn ∈ h.
Vamos agora definir, em termos destas, as outras reflexo˜es. Considere uma geode´sica b1
transversal a h e contendo x1(eventualmente b1 = g). Definimos σ ∈ Rb1 satisfazendo as
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seguintes condic¸o˜es:
σ0 (xn) = x−n+2 para todo xn ∈ h
σ (xi0,i1,i2,...) = xσ0(i0),i1,i2,... para i0 6= 1.
Sobre os demais ve´rtices, ou seja, os ve´rtices da forma x1,i1,i2,... as condic¸o˜es sera˜o im-
postas posteriormente. Considere agora uma geode´sica b2 transversal a h e contendo x2.
Definimos ω ∈ Rb2 satisfazendo, por enquanto, apenas a seguinte condic¸a˜o:
ω0 (xn) = x−n−4 para todo xn ∈ h.
Consideremos novamente a geode´sica b1 e uma reflexa˜o φ ∈ Rb1 , com φ 6= σ, satisfa-
zendo a seguinte condic¸a˜o:
φ0 (xn) = x−n−2 para todo xn ∈ h.
Primeiramente vamos trabalhar com os ve´rtices que na˜o sa˜o descendentes de x0 e
nem de x1. Observe que para estes ve´rtices temos definida a reflexa˜o σ e temos as duas
reflexo˜es τ, µ dadas pelos lemas. Mesmo com as condic¸o˜es impostas acima, temos muita
liberdade para definir ω e φ. Vamos tentar definir estas reflexo˜es impondo a seguinte
condic¸a˜o:
φ ◦ ω ◦ σ ◦ τ ◦ µ (xi0,i1,i2,i3...) = x−i0,i1,i2,i3 se i0 6= 0, 1.
Se conseguirmos definir ω e φ satisfazendo isso, teremos que a composic¸a˜o dos 5 automor-
fismos, restritos aos ve´rtices que na˜o descendem de x0 ou x1, sera´ claramente involutivo.
Ira´ faltar depois definir as reflexo˜es nos descendentes de i0 = 0, 1.
Temos que
µ0 (xn) = x−n+2,
τ 0µ0 (xn) = xn,
σ0τ 0µ0 (xn) = x−n+2,
ω0σ0τ 0µ0 (xn) = xn+2,
φ0ω0σ0τ 0µ0 (xn) = x−n.
Mas
φ ◦ ω ◦ σ ◦ τ ◦ µ (xi0,i1,i2,i3...) = xj0,j1,j2,j3,...,
onde
j0 = φ
0 ◦ ω0 ◦ σ0 ◦ τ 0 ◦ µ0 (i0) ,
j0 = −i0.
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Por definic¸a˜o
j1 = φ
1
ω0σ0τ0µ0(i0)
ω1σ0τ0µ0(i0)σ
1
τ0µ0(i0)
τ 1µ0(i0)µ
1
i0
(i1)
= φ1i0+2ω
1
−i0+2τ
1
−i0+2µ
1
i0
(i1)
queremos que j1 seja igual a i1. Para isso basta definirmos
φ1i0+2ω
1
−i0+2 :=
(
τ 1−i0+2µ
1
i0
)−1
.
Por definic¸a˜o (ja´ simplificado os ı´ndices)
j2 = φ
2
i0+2,ω1−i0+2τ
1
−i0+2µ
1
i0
(i1)
ω2−i0+2,τ1−i0+2µ
1
i0
(i1)
τ 2−i0+2,µ1i0 (i1)
µ2i0,i1 (i2)
e como queremos que j2 seja igual a i2, basta definirmos
φ2i0+2,ω1−i0+2τ
1
−i0+2µ
1
i0
(i1)
ω2−i0+2,τ1−i0+2µ
1
i0
(i1)
:=
(
τ 2−i0+2,µ1i0 (i1)
µ2i0,i1
)−1
.
Simplificando tambe´m os ı´ndices de j3 temos
j3 = φ
3
i0+2,ω1−i0+2τ
1
−i0+2µ
1
i0
(i1),ω2−i0+2,τ1−i0+2µ
1
i0
(i1)
τ2−i0+2,µ1i0 (i1)
µ2i0,i1
(i2)
ω3−i0+2,τ1−i0+2µ
1
i0
(i1),τ2−i0+2,µ1i0 (i1)
µ2i0,i1
(i2)
τ 3−i0+2,µ1i0 (i1),µ
2
i0,i1
(i2)
µ3i0,i1,i2 (i3)
e novamente, como queremos que j3 seja igual a i3, basta definirmos
φ3i0+2,ω1−i0+2τ
1
−i0+2µ
1
i0
(i1),ω2−i0+2,τ1−i0+2µ
1
i0
(i1)
τ2−i0+2,µ1i0 (i1)
µ2i0,i1
(i2)
ω3−i0+2,τ1−i0+2µ
1
i0
(i1),τ2−i0+2,µ1i0 (i1)
µ2i0,i1
(i2)
:=
(
τ 3−i0+2,µ1i0 (i1),µ
2
i0,i1
(i2)
µ3i0,i1,i2
)−1
.
Para os demais n´ıveis procedemos da mesma maneira. Com isso temos que e´ poss´ıvel
obter cinco reflexo˜es de modo que sua composta, restrita a Γ\ ({x0,i1,i2,...} ∪ {x1,i1,i2,...})
seja uma involuc¸a˜o. Por enquanto temos que todos os ve´rtices que na˜o sa˜o descendentes
de x0 e x1 na˜o ficam fixos pela composta das cinco reflexo˜es. Queremos mostrar agora
que apenas os ve´rtices pertencentes a a´rvore admiss´ıvel dada Γ′ ficam fixos pela composta
das cinco reflexo˜es.
Comec¸amos analisando primeiramente os descendentes de x0. Lembremos que µ e τ
sa˜o dadas (pelos lemas anteriores) e que σ esta´ definida para estes ve´rtices como
σ (x0,i1,i2,...) = x2,i1,i2,...
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Temos enta˜o liberdade para escolher as reflexo˜es ω e φ. No n´ıvel zero, ou melhor, nos
ve´rtices que pertencem a geode´sica h, as cinco reflexo˜es esta˜o definidas, precisamos enta˜o
mostrar que e´ poss´ıvel definir as reflexo˜es ω e φ nos n´ıveis posteriores de modo que o
conjunto de pontos fixos da composta seja apenas a a´rvore admiss´ıvel Γ′. Se x0,i1,i2,i3,... ∈ Γ′
temos que
τ ◦ µ (x0,i1,i2,i3,...) = x0,i1,i2,i3,...
σ (x0,i1,i2,i3,...) = x2,i1,i2i3,...
ω (x2,i1,i2,i3,...) = x2,ω12(i1),ω22,i1(i2),ω
3
2,i1,i2
(i3),...
φ ◦ ω (x2,i1,i2,i3,...) = x0,φ12ω12(i1),φ22,ω12(i1)ω22,i1 (i2),φ32,ω12(i1),ω22,i1 (i2)ω
3
2,i1,i2
(i3),...
queremos obter
φ12ω
1
2 (i1) = i1
φ22,ω12(i1)
ω22,i1 (i2) = i2
φ32,ω12(i1),ω22,i1 (i2)
ω32,i1,i2 (i3) = i3
...
para isso, basta definir
φ12 :=
(
ω12
)−1
(2.1)
φ22,ω12(i1)
:=
(
ω22,i1
)−1
φ32,ω12(i1),ω22,i1 (i2)
:=
(
ω32,i1,i2
)−1
...
Observe que estas definic¸o˜es na˜o geram incompatibilidade com as anteriores, ale´m disso,
com esta definic¸a˜o temos que os ve´rtices pertencentes a a´rvore admiss´ıvel Γ′ ficam fixos
pela ac¸a˜o da composta das cinco reflexo˜es.
Se x0,i1,i2,i3,... /∈ Γ′, temos o seguinte
φ ◦ ω ◦ σ ◦ τ ◦ µ (x0,i1,i2,i3...) = x0,j1,j2,j3,...
onde
j1 = φ
1
2ω
1
2τ
1
2µ
1
0 (i1) .
Se definirmos (φ12ω
1
2) como em (2.1) teremos que
j1 = τ
1
2µ
1
0 (i1)
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ou seja, j1 esta´ definido apenas como func¸a˜o de µ e τ (reflexo˜es obtidas pelos Lemas 22
ou 23 e consideradas dadas). Para j2 temos
j2 = φ
2
2,ω12τ
1
2µ
1
0(i1)
ω22,τ12µ10(i1)
τ 22,µ10(i1)
µ20,i1 (i2)
se definirmos
φ22,ω12τ12µ10(i1)
:=
(
ω22,τ12µ10(i1)
)−1
teremos
j2 = τ
2
2,µ10(i1)
µ20,i1 (i2)
ou seja, j2 esta´ bem definido. Para j3 temos
j3 = φ
3
2,ω12τ
1
2µ
1
0(i1),ω
2
2,τ12µ
1
0(i1)
τ2
2,µ10(i1)
µ20,i1
(i2)
ω32,τ12µ10(i1),τ22,µ10(i1)
µ20,i1
(i2)
τ 32,µ10(i1),µ20,i1 (i2)
µ30,i1,i2 (i3)
se definirmos
φ32,ω12τ12µ10(i1),ω22,τ12µ10(i1)
τ2
2,µ10(i1)
µ20,i1
(i2)
:=
(
ω32,τ12µ10(i1),τ22,µ10(i1)
µ20,i1
(i2)
)−1
obtemos
j3 = τ
3
2,µ10(i1),µ
2
0,i1
(i2)
µ30,i1,i2 (i3) .
Novamente temos j3 bem definido. Procedendo do mesmo modo para os n´ıveis posteriores,
teremos que, para algum n ≥ 1 o ı´ndice jn sera´ diferente de in, pois x0,i1,i2,i3,... /∈ Γ′ e pelos
Lemas 22 ou 23, os u´nicos descendentes de x0 que ficam fixos pela composta (τ ◦ µ) sa˜o
os ve´rtices que pertencem a Γ′.
Resta-nos agora analisar o que acontece com os ve´rtices descendentes de x1. Vamos
usar o mesmo racioc´ınio, lembramos novamente que as reflexo˜es τ e µ sa˜o dadas e as
condic¸o˜es impostas ate´ agora, va´lidas para quaisquer ve´rtices sa˜o as seguintes:
µ0 (xn) = x−n+2 para todo xn ∈ h
τ 0 (xn) = x−n+2 para todo xn ∈ h
σ0 (xn) = x−n+2 para todo xn ∈ h
ω0 (xn) = x−n−4 para todo xn ∈ h
φ0 (xn) = x−n−2 para todo xn ∈ h.
Vamos definir a reflexa˜o ω, nos descendentes de x1, satisfazendo a seguinte condic¸a˜o:
ω (xi0,i1,i2,i3...) = xω0(i0),i1,i2,i3...
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Temos enta˜o
φ ◦ ω ◦ σ ◦ τ ◦ µ (x1,i1,i2,i3...) = x−1,j1,j2,j3,...
onde
j1 = φ
1
3σ
1
1τ
1
1µ
1
1 (i1)
j2 = φ
2
3,σ11τ
1
1µ
1
1(i1)
σ21,τ11µ11(i1)
τ 21,µ11(i1)
µ21,i1 (i2)
j3 = φ
3
3,σ11τ
1
1µ
1
1(i1),σ
2
1,τ11µ
1
1(i1)
τ2
1,µ11(i1)
µ21,i1
(i2)
σ31,τ11µ11(i1),τ21,µ11(i1)
µ21,i1
(i2)
τ 31,µ11(i1),µ21,i1 (i2)
µ31,i1,i2 (i3)
...
queremos que
j1 = i1
j2 = i2
j3 = i3
...
Para isso basta definir
φ13σ
1
1 :=
(
τ 11µ
1
1
)−1
φ23,σ11τ11µ11(i1)
σ21,τ11µ11(i1)
:=
(
τ 21,µ11(i1)
µ21,i1
)−1
φ33,σ11τ11µ11(i1),σ21,τ11µ11(i1)
τ2
1,µ11(i1)
µ21,i1
(i2)
σ31,τ11µ11(i1),τ21,µ11(i1)
µ21,i1
(i2)
:=
(
τ 31,µ11(i1),µ21,i1 (i2)
µ31,i1,i2
)−1
Para os demais n´ıveis procedemos da mesma maneira. Com isso mostramos que e´ poss´ıvel
definir 5 reflexo˜es, cujo conjunto de pontos fixos de sua composic¸a˜o e´ exatamente a a´rvore
admiss´ıvel dada Γ′. ¤
Vamos tratar os casos espec´ıficos em que a a´rvore admiss´ıvel Γ′ e´ trivial.
Teorema 25 Sejam Γ uma a´rvore k-homogeˆnea e Γ′ ⊂ Γ uma a´rvore admiss´ıvel triv-
ial. Enta˜o existem no ma´ximo treˆs reflexo˜es µ, τ, σ ∈ R tais que Fix (σ ◦ τ ◦ µ) = Γ′ e
(σ ◦ τ ◦ µ)2 = 1.
Demonstrac¸a˜o: Se a a´rvore admiss´ıvel for uma geode´sica (Γ′ = g), basta tomarmos
apenas uma reflexa˜o nesta geode´sica. Se a a´rvore admiss´ıvel for a pro´pria a´rvore (Γ′ = Γ),
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escolhemos qualquer reflexa˜o, pois toda reflexa˜o e´ uma involuc¸a˜o. Vamos enta˜o considerar
o caso quando a a´rvore admiss´ıvel e´ apenas um ve´rtice, ou seja, Γ′ = {x0}. Novamente
vamos tratar separadamente os casos em que o grau da a´rvore e´ da forma k ≡ 0mod 4 e
k ≡ 2mod 4.
Caso 1 (k ≡ 0mod4) Considere duas geode´sicas g1 e g2 em Γ tais que g1 ∩ g2 = x0.
Vamos rotular os ve´rtices adjacentes a x0 como x1, x2, ..., xk−1, xk. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que x1, x2 ∈ g1 e xk−1, xk ∈ g2. Sejam µ ∈ Rg1 e τ ∈ Rg2 ,
satisfazendo:
µ|C1(x0) = (x3x4) (x5x6) ... (xk−3xk−2) (xk−1xk)
τ |C1(x0) = (x1x2) (x3x5) (x4x6) ... (xk−5xk−3) (xk−4xk−2)
logo
τ ◦ µ|C1(x0) = (x1x2) (x3x6) (x4x5) ... (xk−3xk−4) (xk−1xk)
e como Fix (τ ◦ µ) |C1(x0) = ∅, temos que
Fix (τ ◦ µ) = x = Γ′.
Caso 2 (k ≡ 2mod4) Como vimos no lema 15, para a´rvores homogeˆneas com grau
k ≡ 2mod 4, a restric¸a˜o de qualquer reflexa˜o a uma circunfereˆncia de raio 1 cen-
trada em qualquer ve´rtice da geode´sica de reflexa˜o e´ um elemento de An. Neste
caso qualquer involuc¸a˜o envolvendo exatamente os k ve´rtices pertencentes a C1 (x0)
(onde x0 = Γ
′) na˜o e´ um elemento de An, e portanto, na˜o pode ser realizado como
produto de reflexo˜es em geode´sicas fixando apenas o ve´rtice x0.
Vamos precisar de treˆs reflexo˜es para este caso, a construc¸a˜o destas reflexo˜es se
assemelha a construc¸a˜o feita na demonstrac¸a˜o do Teorema 24.
Considere uma geode´sica h tal que x0 ∈ h. Vamos rotular esta geode´sica h da
seguinte maneira:
h = ...x−l, ..., x−2, x−1, x0, x1, x2, ..., xl...
Considere agora outras duas geode´sicas g1, g2 tais que g1 ∩ h = x1 e g2 ∩ h = x2.
Sejam µ, σ ∈ Rg1 e τ ∈ Rg2 reflexo˜es satisfazendo
µ0 (xn) = x−n+2 para todo xn ∈ h
τ 0 (xn) = x−n+4 para todo xn ∈ h
σ0 (xn) = x−n+2 para todo xn ∈ h.
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Aqui estamos considerando a decomposic¸a˜o a partir da geode´sica h. Observe que
Fix
(
σ0 ◦ τ 0 ◦ µ0) = x0.
Basta agora mostrar que C1 (x0) na˜o possui ve´rtices que sa˜o fixos pela composic¸a˜o
σ ◦ τ ◦ µ, ou seja,
σ ◦ τ ◦ µ (x0,i) 6= x0,i.
Temos que
σ ◦ τ ◦ µ (x0,i) = στ
(
x2,µ10(i)
)
= σ
(
x2,τ12µ10(i)
)
= x0,σ12τ12µ10(i).
Para isso basta definirmos σ12, τ
1
2 e µ
1
0 satisfazendo
σ12τ
1
2µ
1
0 6= 1.
Logo existem no ma´ximo treˆs reflexo˜es µ, τ, ϕ ∈ R tais que Fix (ϕ ◦ τ ◦ µ) = x0. ¤
O seguinte lema e´ necessa´rio para a demonstrac¸a˜o do resultado principal.
Lema 26 Sejam Γ uma a´rvore k-homogeˆnea e ϕ ∈ Aut+ (Γ). Enta˜o ϕ pode ser obtido
como produto de no ma´ximo treˆs involuc¸o˜es com pontos fixos, sendo uma delas uma
reflexa˜o.
Demonstrac¸a˜o: Se ϕ ∈ Aut+ (Γ) tem pontos fixos, ou seja, ϕ (x) = x para algum
x ∈ Γ, enta˜o ϕ ∈ Aut (Γ)x e pelo Teorema 9, Aut (Γ)x e´ bi-reflexivo, isto e´, todo elemento
de Aut (Γ)x e´ produto de duas involuc¸o˜es.
Suponha que ϕ ∈ Aut+ (Γ) na˜o tem pontos fixos. Seja x ∈ Γ, como
d (x, ϕ (x)) ≡ 0mod 2, existe o ponto me´dio w ∈ Γ do caminho [x, ϕ (x)]. Escolhemos
φ ∈ R tal que
φ (ϕ (x)) = x.
Como ϕ, φ ∈ Aut+ (Γ) temos que φ ◦ ϕ ∈ Aut+ (Γ), mas φ ◦ ϕ ∈ Aut (Γ)xe, pelo caso
anterior, temos que
φ ◦ ϕ = σ1 ◦ σ2
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onde σ1 e σ2 sa˜o involuc¸o˜es. Da´ı segue que
(φ)2 ◦ ϕ = φ ◦ σ1 ◦ σ2
ϕ = φ ◦ σ1 ◦ σ2
ou seja, ϕ ∈ Aut+ (Γ) e´ produto de no ma´ximo treˆs involuc¸o˜es com pontos fixos, sendo
uma delas uma reflexa˜o.
Chegamos enta˜o ao principal resultado deste Cap´ıtulo. ¤
Teorema 27 (Grupo Gerado por Reflexo˜es - Versa˜o 1) Sejam Γ uma a´rvore
2k-homogeˆnea e ψ ∈ Aut+ (Γ). Enta˜o ψ pode ser expresso como o produto de no ma´ximo
11 reflexo˜es em geode´sicas.
Demonstrac¸a˜o: No lema anterior, vimos que ψ ∈ Aut+ (Γk) pode ser escrito como
produto de no ma´ximo duas involuc¸o˜es e uma reflexa˜o. Os Teoremas 24 e 25 nos garantem
que, dada uma a´rvore admiss´ıvel Γ′, existem no ma´ximo 5 reflexo˜es cuja composic¸a˜o e´
uma involuc¸a˜o que tem Γ′ como conjunto de pontos fixos. Mas o Lema 2 garante que
toda involuc¸a˜o e´ determinada, a menos de conjugac¸a˜o, pela sua a´rvore de pontos fixos.
Assim se duas involuc¸o˜es, digamos ϕ e ϕ′, sa˜o conjugadas ϕ′ = σϕσ−1 e ϕ se expressa
como produto ϕ = φ1 ◦ ... ◦ φ5 de reflexo˜es, temos que
ϕ′ =
(
σφ1σ
−1) ◦ ... ◦ (σφ5σ−1)
e como o conjugado de uma reflexa˜o tambe´m e´ reflexa˜o [18, Proposic¸a˜o 4], temos que toda
involuc¸a˜o e´ produto de no ma´ximo 5 reflexo˜es, ou seja, como ψ pode ser escrito como pro-
duto de duas involuc¸o˜es e uma reflexa˜o, temos que ψ pode ser escrito como produto de
no ma´ximo 11 reflexo˜es. ¤
Podemos reformular este Teorema em termos do nu´mero de cobertura, obtendo o
seguinte enunciado:
Teorema 28 (Grupo Gerado por Reflexo˜es - Versa˜o 2) Sejam Γ uma a´rvore
2k-homogeˆnea e CR a classe de conjugac¸a˜o das reflexo˜es em Γ. Enta˜o o nu´mero de
cobertura nc
(
Aut+ (Γ) , CR
)
= 11, ou seja, R11 = Aut+ (Γ).
Cap´ıtulo 3
A´rvores Semi-Homogeˆneas
No primeiro cap´ıtulo deste trabalho apresentamos alguns resultados sobre o grupo de
automorfismos de a´rvores, em particular de a´rvores homogeˆneas, obtidos por Znoiko [21]
e Mo¨ller [14]. Neste cap´ıtulo exploramos a caracterizac¸a˜o dos grupos de automorfismos
de a´rvores flexibilizando a condic¸a˜o de homogeneidade e conseguimos, de certo modo,
estender alguns destes resultados para o caso de a´rvores semi-homogeˆneas, isto e´, a´rvores
em que o ı´ndice dos n´ıveis assume apenas dois valores, a saber [n,m, n,m, ...].
Lembremos que a condic¸a˜o de homogeneidade em uma a´rvore Γ e´ necessa´ria para
tornar a ac¸a˜o do grupo Aut (Γ) transitiva no conjunto dos ve´rtices. Conseguimos pore´m,
flexibilizar esta condic¸a˜o de homogeneidade na a´rvore, sem trivializar a ac¸a˜o do grupo
Aut (Γ). Isso e´ feito do seguinte modo:
Considere uma a´rvore raiz homogeˆnea por n´ıveis Γ, cujo ı´ndice dos n´ıveis e´
[n,m, n,m, ..., n,m, ...], ou seja, existem dois tipos diferentes de grau para os ve´rtices,
de modo que ve´rtices a uma distaˆncia par entre si tenham o mesmo grau. Com isso o
conjunto dos ve´rtices pode ser particionado em duas classes disjuntas V 0 e V 1 atrave´s da
relac¸a˜o de equivaleˆncia:
x ∼ y ⇐⇒ d (x, y) ≡ 0mod 2, onde x, y ∈ Γ.
Esta condic¸a˜o permite que exista transitividade entre os ve´rtices de uma mesma classe.
A este tipo de a´rvore damos o nome de a´rvore semi-homogeˆnea e a denotamos por
Γn,m, onde n,m representam os distintos graus dos ve´rtices da a´rvore.
Ale´m disso, toda a´rvore semi-homogeˆnea pode ser vista como uma sub-a´rvore de uma
a´rvore homogeˆnea. Por exemplo, seja Γn uma a´rvore homogeˆnea de grau n e Γn,m uma
a´rvore semi-homogeˆnea de graus n e m com m < n. Observe que obtemos Γn,m “apa-
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gando” ve´rtices e arestas de Γn. A figura abaixo ilustra um exemplo de uma realizac¸a˜o
geome´trica para n = 4 e m = 3.
Alguns resultados e definic¸o˜es sobre a´rvores semi-homogeˆneas seguem de maneira na-
tural de a´rvores homogeˆneas quando as consideramos como sub-a´rvores. Por exemplo, o
conjunto das semi-geode´sicas e das direc¸o˜es continuam sendo definidos do mesmo modo.
Como n > m e m ≥ 2 (pois Γn,m deve ser conexa), para cada x ∈ Γn,m continua existindo
uma u´nica semi-geode´sica em qualquer direc¸a˜o comec¸ando no ve´rtice x, ou seja, para cada
x temos 2ℵ0 direc¸o˜es e o grupo de automorfismos Aut (Γn,m) age transitivamente sobre
estas direc¸o˜es.
Antes de apresentar o primeiro resultado que temos sobre a ac¸a˜o do grupo de automor-
fismos de uma a´rvore semi-homogeˆnea, vamos lembrar algumas definic¸o˜es sobre a ac¸a˜o de
grupos.
Seja G um grupo agindo transitivamente num conjunto X. Existe uma certa distinc¸a˜o
que pode ser feita para ac¸o˜es transitivas, chamadas de primitivas e imprimitivas. Isso
e´ feito considerando a ac¸a˜o induzida por G no conjunto das partes de X. Dizemos que
uma partic¸a˜o η (X) de X e´ estabilizada pela ac¸a˜o de G em X se gA ∈ η (X) para cada
g ∈ G e A ∈ η (X). Existem duas partic¸o˜es que trivialmente tem esta propriedade:
η1 (X) = {X} e η0 (X) consistindo do conjunto de subconjuntos unita´rios {x} , x ∈ X.
Iremos chamar a ac¸a˜o de primitiva se η1 e η0 sa˜o as u´nicas partic¸o˜es de X estabilizadas
por G e imprimitiva caso contra´rio. O primeiro resultado interessante caracteriza ac¸o˜es
primitivas via estabilizadores:
Teorema 29 ([11, Teorema 1.12]) Considere uma ac¸a˜o transitiva de um grupo G em
um conjunto X, com |X| > 1. Enta˜o G age primitivamente se, e somente se, o estabi-
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lizador de qualquer x ∈ X e´ um subgrupo maximal de G, isto e´, na˜o existe subgrupo H
tal que Gx  H  G.
O pro´ximo lema enuncia outro fato conhecido relacionado a ac¸a˜o primitiva:
Lema 30 Seja G um grupo agindo em um conjunto X. Se a ac¸a˜o de G em X e´ primitiva
e efetiva, enta˜o a ac¸a˜o induzida em X por qualquer subgrupo normal na˜o trivial de G e´
transitiva.
Dizemos que um subconjunto B ⊂ X e´ um bloco de imprimitividade se |B| > 1, B 6= X
e para todo g ∈ G, g (B) = B ou g (B) ∩B = ∅.
Proposic¸a˜o 31 A ac¸a˜o de Aut (Γn,m) e´ primitiva em cada classes de equivaleˆncia de ∼.
Demonstrac¸a˜o: Seja R uma classe de equivaleˆncia de ∼. Assuma que B ⊆ R e´ um
bloco de imprimitividade com |B| ≥ 2. Para todo ϕ ∈ Aut (Γn,m) temos ϕ (B) = B ou
ϕ (B) ∩B = ∅. Sejam x e y dois ve´rtices distintos em B. Se considerarmos um automor-
fismo que fixa x, ou seja, ϕ ∈ Aut (Γn,m)x vemos que os ve´rtices que distam d = d (x, y) do
ve´rtice x, denotados por Cd (x), pertencem a B (pois a ac¸a˜o e´ transitiva em cada classe e,
consequ¨entemente, em cada n´ıvel que esta´ a uma distaˆncia par de x), ou seja, Cd (x) ⊆ B.
Ale´m disso, B possui dois ve´rtices que distam dois entre si (basta considerar y1 e y2
em Cd (x) com d (y1, y2) = 2), logo podemos assumir que d = d (x, y) = 2 e portanto
C2 (x) ⊆ B. Vamos usar induc¸a˜o para mostrar que B = R. Suponha que C2i (x) ⊆ B
para todo i ≤ k, com k ∈ N. Se y ∈ C2k (x), enta˜o C2 (y)∩B 6= ∅, deste modo C2 (y) ⊆ B.
Agora tome w ∈ C2 (y), tal que d (x,w) = 2 (k + 1), ou seja, C2(k+1) (x) ∩ B 6= ∅, logo
C2(k+1) (x) ⊆ B. Assim temos que B = R e portanto a ac¸a˜o e´ primitiva. ¤
Como a ac¸a˜o e´ primitiva em cada classe, segue, pelo Teorema 29, que o estabilizador
de um ve´rtice Aut (Γn,m)x e´ um subgrupo maximal de Aut (Γn,m).
Dedicaremos a pro´xima sec¸a˜o a mostrar que Aut (Γn,m)x pode ser descrito como um
produto entrelac¸ado (wreath product) de grupos.
3.1 A´rvores e Produto Entrelac¸ado
O produto entrelac¸ado vem sendo utilizado nas u´ltimas de´cadas como ferramenta na
resoluc¸a˜o de problemas em Combinato´ria, Teoria de Autoˆmatas e Teoria de Grupos. Ele
surge naturalmente no contexto de grupos de automorfismos de a´rvores, uma vez que
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estes sa˜o obtidos por permutac¸o˜es dos ve´rtices da a´rvore. Nesta sec¸a˜o iremos apresentar
de maneira breve sua definic¸a˜o.
Sejam G e H grupos de permutac¸a˜o agindo fielmente em conjuntos X e Y respec-
tivamente. O produto entrelac¸ado GWrY H de G por H e´ o grupo de permutac¸o˜es
que age em X × Y. O conjunto dos elementos de GWrY H e´ o conjunto GY × H onde
GY := {ϕ : Y → G} e a ac¸a˜o de (ϕ, σ) ∈ GY ×H em (x, y) ∈ X × Y e´ dada por:
(ϕ, σ) (x, y) = (ϕ (y) (x) , σ (y))
donde segue que
(ϕ′, σ′) (ϕ, σ) (x, y) = (ϕ′, σ′) (ϕ (y) (x) , σ (y))
= (ϕ′ (σ (y))ϕ (y) (x) , σ′σ (y)) .
Isto torna GWrY H um produto semi-direto de G
Y por H, a conjugac¸a˜o de ϕ ∈ GY
por σ ∈ H e´ dada por σϕσ−1 = ϕ′, onde ϕ′ (y) = ϕ (σ−1 (y)). O grupo H e´ chamado de
grupo topo do produto entrelac¸ado e GY e´ chamado de grupo base.
Foi mostrado em [9, Lema 4.1] que o grupo de automorfismos de uma a´rvore raiz (Γ, v)
homogeˆnea por n´ıveis, com ı´ndice dos n´ıveis [n0, n1 + 1, n2 + 1, n3 + 1, ...] e´ isomorfo ao
produto entrelac¸ado infinito dos grupos sime´tricos Sn0 , Sn1 , Sn2 , Sn3 , ..., isto e´
Aut ((Γ, v)) ' ... Wr
{n2}×{n1}×{n0}
Sn2 Wr{n1}×{n0}
Sn1 Wr{n0}
Sn0 .
Quando for claro quais os conjuntos onde os grupo esta˜o atuando, estes sera˜o omitidos.
Por exemplo:
Aut ((Γ, v)) ' ...WrSn2 WrSn1 WrSn0
'
∞
Wr
i=0
Sni
No caso de uma a´rvore semi-homogeˆnea Γn,m, para um dado x ∈ Γn,m podemos descre-
ver a ac¸a˜o do estabilizador do ve´rtice x em cada n´ıvel (considerando x como raiz) atrave´s
do produto entrelac¸ado de modo semelhante ao que foi descrito acima. Vamos supor, sem
perda de generalidade, que o grau do ve´rtice x e´ n. Observe que a restric¸a˜o da ac¸a˜o do
estabilizador do ve´rtice x a C1 (x) e´ equivalente a ac¸a˜o do grupo sime´trico Sn, ja´ a ac¸a˜o
do estabilizador restrito a` Ci (x) depende da paridade de i e se escreve como
Sn−1WrSm−1Wr ...WrSm−1WrSn︸ ︷︷ ︸
i componentes
se i for ı´mpar,
Sm−1WrSn−1Wr ...WrSm−1WrSn︸ ︷︷ ︸
i componentes
se i for par.
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Esta mesma construc¸a˜o pode ser estendida a um nu´mero infinito de componentes,
obtendo enta˜o o isomorfismo
Aut (Γn,m)x '
∞
Wr
i=1
Sli WrSn
onde
Sli =
{
Sm−1 para i ı´mpar
Sn−1 para i par
Usando as mesmas notac¸o˜es acima, para k ∈ N, k ≥ 1 defina
Uk := Wr
i>k
Sli (3.1)
Wk :=
k
Wr
i=1
Sli WrSn
ou seja, Uk age a partir do n´ıvel k, mantendo os k n´ıveis anteriores fixos pontualmente.
Deste modo temos que
Aut (Γn,m)x ' UkWrWk.
Denotando Kk como o grupo base deste produto entrelac¸ado, temos
Kk := U
Xk
k
onde
Xk :=

{m− 1} × {n− 1} × ... {m− 1} × {n}︸ ︷︷ ︸
k+1 componentes
se k for ı´mpar,
{n− 1} × {m− 1} × ... {m− 1} × {n}︸ ︷︷ ︸
k+1 componentes
se k for par.
e {n} denota o conjunto {1, 2, ..., n}. Podemos ainda identificar
Kk =
∏
w∈Ck(x)Uk
ou seja, para cada w ∈ Ck (x) , Uk age de maneira independente nos seus descendentes.
A proposic¸a˜o a seguir foi demonstrada em [14], mas apresentaremos aqui sua demons-
trac¸a˜o, pois utilizaremos uma parte dela na demonstrac¸a˜o do Teorema 35.
Proposic¸a˜o 32 ([14], Proposic¸a˜o 4) Se N e´ um subgrupo normal de Aut (Γn,m)x na˜o
trivial, enta˜o existe k ∈ N tal que K ′k ⊆ N . Onde K ′k denota o subgrupo de Kk gerado
por todos os comutadores em Kk.
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Demonstrac¸a˜o: Como N e´ na˜o trivial, ele atua na˜o trivialmente em algum n´ıvel k, ou
seja, ele conte´m um elemento σ que fixa Ck−1 (x) pontualmente mas na˜o fixa Ck (x). Se
k for o menor n´ıvel tal que isso acontece, temos que N ⊆ Kk−1 e N  Kk (pois Kk atua
a partir do n´ıvel k + 1 e N possui um elemento que atua no n´ıvel k). Se escrevermos σ
como um elemento de UkWrWk, enta˜o σ = ϕφ com ϕ ∈ Uk e φ = (φ′, 1, 1, ..., 1) ∈ Wk.
Note que como σ atua no n´ıvel k, enta˜o φ atua como identidade ate´ o n´ıvel k − 1 que e´
representado pela sequ¨eˆncia (1, 1, ..., 1). O elemento φ′ tem ordem finita (pois pertence
a um grupo de permutac¸o˜es de um conjunto finito), digamos m. Se p e´ um primo que
divide m enta˜o, trocando φ′ por (φ′)m/p (mais precisamente σ por σm/p), sem perda de
generalidade, podemos assumir que φ′ tem ordem p, onde p e´ primo.
Seja W0 := 〈Kk, σ〉 o grupo gerado por Kk e σ. Nosso pro´ximo objetivo e´ descrever
W0 de maneira concreta. A primeira coisa que sabemos e´ que φ
′ age em Ck (x) como o
produto de p-ciclos disjuntos. Seja d1 o nu´mero destes p-ciclos e seja d2 := |Ck (x)|−p ·d1,
isto e´, d2 e´ o nu´mero de pontos em Ck (x) fixados por φ
′. Agora W0 age nos descendentes
destes pontos como Kk (uma vez que eles sa˜o fixos por σ, que atua no n´ıvel k), isto e´,
como Ud2k . Seja Θ1 um conjunto contendo um representante de cada p-ciclo de φ
′ e seja
Θi := (φ
′)i−1Θ1 para 1 ≤ i ≤ p. Estes conjuntos Θi sa˜o permutados ciclicamente por φ′
e cada Θi conte´m exatamente um representante de cada p-ciclo e, ale´m disso, sa˜o todos
disjuntos. A ordem de Θ1 e´ d1. Observe que W0 age nos descendentes de supp (φ
′) (o
conjunto de elementos que na˜o sa˜o fixos por φ′) como
Ud1k Wr{Θ1,Θ2,...,Θp}
〈φ′〉
Note que W0 age independentemente nos descendentes de fix (φ
′) (o conjunto dos elemen-
tos fixados por φ′) e nos descendentes de supp (φ′), conclu´ımos que
W0 ∼=
(
Ud1k Wr{Θ1,Θ2,...,Θp}
〈φ′〉
)
× Ud2k
O elemento σ, que tomamos originalmente em N , esta´ em W0. Usando o resultado acima,
escrevemos σ como
σ = ((σ1, σ2, ...σp)φ
′, σ0)
com (σ1, σ2, ...σp) ∈
(
Ud1k
)p
e σ0 ∈ Ud2k . Para ψ ∈ Ud1k , seja ψ0 := ((ψ, 1, 1, ..., 1) , 1) ∈ W0.
Como estamos assumindo que N e´ normal em Aut (Γn,m)x, temos que ψ0σψ
−1
0 σ
−1 ∈ N .
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Mas
ψ0σψ
−1
0 σ
−1 = ψ0 ((σ1, σ2, ..., σp)φ′, σ0)ψ−10
(
φ′−1
(
σ−11 , σ
−1
2 , ..., σ
−1
p
)
, σ−10
)
= ((ψ, 1, ..., 1) , 1) ((σ1, ...σp)φ
′, σ0)
((
ψ−1, 1, ..., 1
)
, 1
) (
φ′−1
(
σ−11 , ..., σ
−1
p
)
, σ−10
)
=
(
(ψ, 1, ..., 1) (σ1, σ2, ...σp)φ
′ (ψ−1, 1, ..., 1)φ′−1 (σ−11 , σ−12 , ..., σ−1p ) , 1)
=
(
((ψ, 1, ..., 1) (σ1, σ2, ...σp))
(
φ′
(
ψ−1, 1, ..., 1
)
φ′−1
) (
σ−11 , σ
−1
2 , ..., σ
−1
p
)
, 1
)
=
(
(ψσ1, σ2, ...σp)
(
1, ψ−1, 1, ..., 1
) (
σ−11 , σ
−1
2 , ..., σ
−1
p
)
, 1
)
=
((
ψ, σ2ψ
−1σ−12 , 1, ..., 1
)
, 1
)
Ale´m disso, temos que((
ψ, σ2ψ
−1σ−12 , 1, ..., 1
)
, 1
)
= ((1, σ2, 1, ..., 1) , 1)
((
ψ, ψ−1, 1, ..., 1
)
, 1
) ((
1, σ−12 , 1, ..., 1
)
, 1
)
Como N e´ normal, temos que para todo ψ ∈ Ud1k o elemento ψ := ((ψ, ψ−1, 1, ..., 1) , 1) de
W0 esta´ em N (este fato sera´ usado na demonstrac¸a˜o do Teorema 35). Estes elementos
geram U ′k, mas enta˜o temos que
(
Ud1k
)′ ⊆ N e, pela normalidade, que K ′k ⊆ N . ¤
3.2 A estrutura do grupo Aut(Γn,m)
Nesta sec¸a˜o vamos mostrar que o grupo de automorfismos Aut(Γn,m) de uma a´rvore semi-
homogeˆnea e´ completo e simples. Lembramos que um grupo e´ simples se na˜o possui
subgrupos pro´prios normais na˜o triviais. Mais ainda, um subgrupo e´ completo se seu
centro e´ trivial e se todo automorfismo do grupo e´ interno.
Como dissemos anteriormente, estes resultados foram demonstrados em [14] e [21] para
o caso de a´rvores homogeˆneas, bem como os demais resultados auxiliares que aparecem.
Alguns resultados sera˜o generalizados para o caso de a´rvores semi-homogeˆneas. Iniciamos
com seguinte lema:
Lema 33 Sejam 3 ≤ m < n < ∞ e H ⊆ Aut (Γn,m). Suponha que H conte´m uma
translac¸a˜o ϕ ao longo de uma geode´sica g e H na˜o estabiliza qualquer direc¸a˜o ou geode´sica.
Enta˜o, para qualquer k ∈ N existe um elemento σ ∈ H tal que d (g, σ (g)) ≥ k.
Demonstrac¸a˜o: Tome um elemento σ0 ∈ H tal que σ0 (g) 6= g (isto e´ poss´ıvel pois H
na˜o estabiliza geode´sicas) e seja ϕ0 := σ0ϕσ
−1
0 . Consideremos agora treˆs casos:
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Caso 1 σ0 (g) ∩ g = ∅. Segue da´ı tambe´m que σ0 (g) ∩ ϕσ0 (g) = ∅. Escolhendo i ∈ Z de
modo apropriado, vemos que d (ϕi0ϕσ0 (g) , g) se torna ta˜o grande quanto se queira.
Neste caso, tome σ = ϕi0ϕσ0 ∈ H.
Caso 2 σ0 (g) ∩ g e´ finito e na˜o vazio. Se isso acontecer, podemos tomar i ∈ Z tal que
σ−10 ϕ
iσ0 (g) ∩ g = ∅ e enta˜o voltamos ao caso anterior.
Caso 3 σ0 (g) ∩ g e´ infinito. Temos enta˜o que σ0 (g) ∩ g e´ uma semi-geode´sica
(pois σ0 (g) 6= g). Seja δ1 e δ2 os representantes das direc¸o˜es de g. Suponha que
σ0 (g) ∩ g pertenc¸a a direc¸a˜o δ1. Agora temos que σ0 (δ1) = δ1 ou σ0 (δ2) = δ1.
Assuma que σ0 (δ1) = δ1. Tome σ
′
0 ∈ H tal que σ′0 (δ1) 6= δ1(isto e´ poss´ıvel pois H
na˜o estabiliza direc¸o˜es). Se σ′0 (g)∩g for como nos casos (1) ou (2) na˜o ha´ mais nada
a fazer, basta substituir σ0 por σ
′
0. Deste modo assuma que σ
′
0 (g)∩ g e´ infinito. Se
σ′0 (g) ∩ g esta´ na direc¸a˜o δ2 enta˜o podemos usar a translac¸a˜o ϕ para separar σ0 (g)
e σ′0 (g) (para isto basta compor ϕ com σ0 ou σ
′
0) e enta˜o usar o me´todo do caso
(1). Assuma enta˜o que σ0 (g) ∩ g e σ′0 (g) ∩ g definem a mesma direc¸a˜o. Podemos
supor que σ0 (g) e´ diferente de σ
′−1
0 (g), pois do contra´rio ter´ıamos σ
′−1
0 (δ1) = δ1 e
enta˜o σ′0 (δ1) = δ1 e assumimos σ
′
0 (δ1) 6= δ1. Considerando enta˜o σ′0σ0 (g) ∩ g, que
na˜o esta´ na direc¸a˜o δ1, podemos aplicar um dos casos anteriores. Os casos em que
σ0 (δ2) = δ1 ou que σ0 (g)∩g pertenc¸a a direc¸a˜o δ2 podem ser tratados analogamente.
¤
Seja Γ uma a´rvore e δ uma direc¸a˜o em Γ. Dizemos que H ⊆ Aut (Γ) centraliza a
direc¸a˜o δ se cada elemento de H fixa alguma semi-geode´sica em δ.
Proposic¸a˜o 34 ([19] Proposic¸a˜o 3.4) Sejam Γ uma a´rvore e H ⊆ Aut (Γ). Suponha
que H na˜o possui translac¸o˜es. Enta˜o H fixa um ve´rtice, ou uma aresta, ou centraliza uma
direc¸a˜o.
Uma variac¸a˜o do teorema a seguir (para o caso de a´rvores homogeˆneas) foi demons-
trada em [14]. A diferenc¸a ba´sica para o caso de a´rvores semi-homogeˆneas deve-se ao fato
que em a´rvores semi-homogeˆneas na˜o existem automorfismos com func¸a˜o de translac¸a˜o
ı´mpar.
Teorema 35 Seja 3 ≤ m < n < ∞ . Se H e´ um subgrupo de Aut (Γn,m) com ı´ndice
menor que 2ℵ0 enta˜o H = Aut (Γn,m) ou H fixa um ve´rtice.
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Demonstrac¸a˜o: Primeiramente vamos mostrar que H na˜o pode centralizar uma direc¸a˜o
nem estabilizar uma geode´sica. Seja δ uma direc¸a˜o em Γn,m. Como vimos anteriormente
existem 2ℵ0 direc¸o˜es em Γn,m e Aut (Γn,m) age transitivamente sobre elas. Denotando o
estabilizador da direc¸a˜o δ por Aut (Γn,m)δ temos que∣∣Aut (Γn,m) : Aut (Γn,m)δ∣∣ = 2ℵ0 ,
e portanto, e´ imposs´ıvel que H ⊆ Aut (Γn,m)δ, pois neste caso ter´ıamos
|Aut (Γn,m) : H| ≥ 2ℵ0 . Exatamente o mesmo argumento mostra que H na˜o pode es-
tabilizar uma geode´sica.
Com isso conclu´ımos, pela Proposic¸a˜o 34, que se H na˜o conte´m qualquer translac¸a˜o
enta˜o H fixa um ve´rtice ou uma aresta. Vamos supor que H na˜o fixa um ve´rtice, e
devemos provar que H = Aut (Γn,m). Como em a´rvores semi-homogeˆneas na˜o existem
arestas invariantes (pois ve´rtices adjacentes tem graus diferentes), H tambe´m na˜o fixa
nenhuma aresta. Ja´ vimos que H na˜o centraliza nenhuma direc¸a˜o, deste modo, novamente
pela Proposic¸a˜o 34, podemos assumir que H conte´m uma translac¸a˜o ao longo de alguma
geode´sica g. Vamos mostrar que o estabilizador Aut (Γn,m)v de um ve´rtice qualquer
v ∈ Γn,m e´ um subgrupo de H e, considerando a existeˆncia da translac¸a˜o, concluir que
H = Aut (Γn,m), pois Aut (Γn,m)v e´ um subgrupo maximal.
Seja pg a projec¸a˜o de Γn,m em g, ou seja, para w ∈ Γn,m defina pg (w) como sendo o
u´nico ve´rtice de g tal que d (w, g) = d (w, pg (w)). Para v ∈ g seja Bv := p−1g (v). Sejam
Aut (Γn,m)
Bv
g e H
Bv
g a restric¸a˜o dos grupos agindo sobre Bv induzidos respectivamente
pelos estabilizadores Aut (Γn,m)g e Hg. Note que Aut (Γn,m)Γn,m\Bv = Aut (Γn,m)
Bv
g . Mas
Aut (Γn,m)g =
∏
v∈g
Aut (Γn,m)
Bv
g e Hg ⊆
∏
v∈g
HBvg .
Usando a hipo´tese |Aut (Γn,m) : H| < 2ℵ0 , temos
2ℵ0 >
∣∣∣Aut (Γn,m)g : Hg∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣∏
v∈g
Aut (Γn,m)
Bv
g :
∏
v∈g
HBvg
∣∣∣∣∣ =∏
v∈g
∣∣∣Aut (Γn,m)Bvg : HBvg ∣∣∣
ou seja, ∏
v∈g
∣∣∣Aut (Γn,m)Bvg : HBvg ∣∣∣ < 2ℵ0 .
Com isso, conclu´ımos que HBvg = Aut (Γn,m)
Bv
g exceto para um nu´mero finito de ve´rtices
v ∈ g. Vamos provar que a condic¸a˜o HBvg 6= Aut (Γn,m)Bvg nunca acontece. Como assumi-
mos que existe uma translac¸a˜o φ ∈ H ao longo da geode´sica g, temos
Aut (Γn,m)
Bv
g = φ
k
(
Aut (Γn,m)
Bφ(v)
g
)
φ−k
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para todo k ∈ Z.
Logo, se tivermos que Aut (Γn,m)
Bv
g 6= HBvg , para algum v, teremos
φk
(
Aut (Γn,m)
Bφ(v)
g
)
φ−k 6= HBφ(v)g
para todo k ∈ Z, contradizendo a necessidade de termos
Aut (Γn,m)
Bw
g = H
Bw
g
ao menos de um conjunto de ve´rtices v ∈ g. Conclu´ımos enta˜o que HBvg = Aut (Γn,m)Bvg
para todo v ∈ g. Segue enta˜o que HΓn,m\Bv e´ normal em Aut (Γn,m)Γn,m\Bv .
Vamos agora nos concentrar em Aut (Γn,m)Γn,m\Bv com v ∈ g. Podemos assumir, sem
perda de generalidade, que o grau de v ∈ g e´ n. Da´ı podemos descrever
Aut (Γn,m)Γn,m\Bv = ...WrSm−1WrSn−1Wr ...WrSm−1WrSn−2
e HΓn,m\Bv E Aut (Γn,m)Γn,m\Bv . Seja Uk como definido na equac¸a˜o 3.1 e seja Kk o
k-e´simo grupo base de Aut (Γn,m)Γn,m\Bv . Temos queKk =
∏
w∈Ck(v) Uk. Na demonstrac¸a˜o
da Proposic¸a˜o 32 vimos que e´ poss´ıvel exibir um inteiro k tal que Ck (v) possua dois
conjuntos disjuntos Θ1 e Θ2 tais que para qualquer ψ ∈ Uk o elemento ψ ∈ Kk, definido
por
ψ (w) =

ψ (w) se w ∈ Θ1
ψ−1 (w) se w ∈ Θ2
w caso conta´rio
e´ tambe´m um elemento de H(Γn,m\Bv).
Tomemos agora k ∈ N de modo que para todo v ∈ g seja poss´ıvel escolher dois
conjuntos Θ1 e Θ2 como acima em Ck (v). Isto pode ser feito uma vez que temos ao longo
de g uma translac¸a˜o que e´ um elemento de H. Pelo Lema 33 podemos escolher σ ∈ H
tal que d (g, σ (g)) ≥ 2k + 1. Para simplificar a notac¸a˜o escreveremos g′ := σ (g). Seja
x um ve´rtice pertencente ao caminho que liga g e g′ tal que d (x, g) > k e d (x, g′) > k
e definamos y := pg (x) e y
′ := pg (x). Sejam w e w′ ve´rtices adjacentes a x tais que
w ∈ [x, y] e w′ ∈ [x, y′]. Sejam d := d (y, w) e d′ := d (y′, w′). Sejam Θ1 e Θ2 subconjuntos
de Cd (y) tendo a propriedade que se ψ ∈ Ud enta˜o ψ, como definido acima, pertenc¸a a
HΓn,m\By . De modo ana´logo, tome Θ
′
1 e Θ
′
2 subconjuntos de Cd′ (y
′) tendo a propriedade
que se µ ∈ Ud′ enta˜o µ, como definido acima, pertenc¸a a HΓn,m\By′ . Nosso objetivo agora
e´ provar que o estabilizador de x em Aut (Γn,m) e´ um subgrupo do estabilizador de x no
grupo gerado por
〈
HΓn,m\By , HΓn,m\By′
〉
, ou seja,
Aut (Γn,m)x ⊆
〈
HΓn,m\By , HΓn,m\By′
〉
x
:= A (3.2)
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Isto sera´ suficiente para conclu´ırmos a demonstrac¸a˜o. De fato, vimos pela Proposic¸a˜o
31, que a ac¸a˜o do grupo Aut (Γn,m) em cada classe de ve´rtices (classe de grau n e classe
de grau m) e´ primitiva, e isso implica que o estabilizador de um ve´rtice e´ um subgrupo
maximal, consequ¨entemente como H na˜o estabiliza ve´rtices (conte´m uma translac¸a˜o por
hipo´tese), se mostrarmos que
Aut (Γn,m)x ⊆ A ⊆ H
teremos que H = Aut (Γn,m).
A demonstrac¸a˜o de 3.2 sera´ dividida em dois passos:
Passo 1 A|C1(x) = SC1(x) - O grupo A fixa x e portanto mante´m C1 (x) invariante. Ainda
mais, (Ud)x age como um elemento de Sn nos ve´rtices adjacentes a x, fixando w e
(Ud′)x age como um elemento de Sn nos ve´rtices adjacentes a x, fixando w
′, enta˜o
A age como Sn em C1 (x).
Passo 2 AC1(x) = Aut (Γn,m)C1(x) - Seja ϕ ∈ Aut (Γn,m)C1(x). Queremos definir duas sequ¨eˆncias
(ψi)
∞
i=1 e (µi)
∞
i=1 em Ud e Ud′ respectivamente, tais que:
1. ψi+j|Ci+1(w) = ψi|Ci+1(w) e µi+j|Ci+1(w′) = µi|Ci+1(w′) ∀ j ≥ 1
2. µiψi|Ci(x) = ϕ|Ci(x)
Vamos demonstrar por induc¸a˜o que e´ poss´ıvel definir tais sequ¨eˆncias. Pelo que
vimos no item anterior (Passo 1) podemos escolher ψ1 e µ1 elementos de Ud e Ud′
respectivamente, ambos fixando C1 (x). Assumimos que temos definido ψi e µi. Seja
enta˜o ψi+1 coincidindo com ψi em Ci+1 (w) e seja ψi+1 coincidindo com µ
−1
i ϕ em
Ci+1 (x) ∩ Ci+2 (w). Estas sa˜o as u´nicas restric¸o˜es que colocamos a ψi+1.
Vamos agora definir µi+1. Seja µi+1 definida em Ci+1 (w
′) como µi. Em
Ci+1 (x) \ Ci+2 (w) (Observe que neste conjunto de ve´rtices na˜o ha´ restric¸o˜es a
ψi+1) seja µi+1 coincidindo com ϕψ
−1
i+1 e no restante de Ci+1 (x) agindo como µi. A
condic¸a˜o (i) acima esta´ automaticamente satisfeita, vamos verificar enta˜o a condic¸a˜o
(ii). O elemento ψi+1 foi definido de modo que em Ci+1 (x) ∩ Ci+2 (w) temos ϕ =
µiψi+1. Mas tambe´m definimos µi+1 agindo como µi no conjunto
Ci+1 (x) ∩ Ci+2 (w) ∩ Ci+2 (w′), deste modo ϕ = µi+1ψi+1 neste conjunto. Mas
(Ci+1 (x) ∩ Ci+2 (w)) \ Ci+2 (w′) ⊆ Ci+1 (w′)
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e temos que µi+1|Ci+1(w′) = µi|Ci+1(w′). Deste modo
µi+1ψi+1|(Ci+1(x)∩Ci+2(w)) = ϕ|(Ci+1(x)∩Ci+2(w)).
Em Ci+1 (x) \ Ci+2 (w) definimos µi+1 de tal maneira que a condic¸a˜o (ii) e´ satis-
feita. Seja ψ o limite da sequ¨eˆncia (ψi)
∞
i=1 e µ o limite da sequ¨eˆncia (µi)
∞
i=1. Isto
pode ser feito do seguinte modo, dado u ∈ Γn,m seja l = d (u,w), de modo que
ψl (u) esta´ definida. Como ψi (u) = ψl (u) para todo i ≥ l, temos bem definido o
limi→∞ ψi (u) = ψl (u), enta˜o a condic¸a˜o (i) acima e´ satisfeita e ψ esta´ bem definido.
Defina µ da mesma maneira. Os grupos Ud e Ud′ sa˜o ambos fechados, logo ψ ∈ Ud
e µ ∈ Ud′ . Enta˜o ϕ = µψ e ambos µ e ψ esta˜o em A, deste modo ϕ tambe´m esta´
em A.
Deste modo provamos que Aut (Γn,m)x ⊆ A ⊆ H e como Aut (Γn,m)x e´ maximal segue
que H = Aut (Γn,m). ¤
Estamos caminhando para os dois resultados principais deste cap´ıtulo, antes pore´m
vamos ao seguinte lema:
Lema 36 O centro do grupo Aut (Γn,m) com 3 ≤ m < n e´ trivial.
Demonstrac¸a˜o: Seja ϕ ∈ Aut (Γn,m) , ϕ 6= 1. E´ suficiente mostrar que existe um ele-
mento σ ∈ Aut (Γn,m) , tal que ϕσ 6= σϕ. Seja x ∈ Γn,m tal que ϕ (x) = y 6= x. Existe
um σ ∈ Aut (Γn,m) tal que σ (x) = x e σ (y) 6= y. Enta˜o ϕσ (x) = y e σϕ (x) 6= y; isto e´,
ϕσ 6= σϕ. ¤
Teorema 37 Para 3 ≤ m < n <∞ o grupo Aut (Γn,m) e´ completo.
Demonstrac¸a˜o: Seja φ um automorfismo de Aut (Γn,m). Vimos no Teorema 35 que
os u´nicos subgrupos maximais de Aut (Γn,m) que possuem ı´ndice menor que 2
ℵ0 em
Aut (Γn,m) sa˜o os estabilizadores dos ve´rtices, e consequ¨entemente φ permuta estabi-
lizadores de ve´rtices, ou seja, dado x ∈ Γn,m
φ
(
Aut (Γn,m)x
)
= Aut (Γn,m)x ,
para algum x ∈ Γn,m. Temos enta˜o definida uma aplicac¸a˜o φ : Γn,m −→ Γn,m tal que
φ
(
Aut (Γn,m)x
)
= Aut (Γn,m)φ(x) .
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Denotamos φ (x) = x e vamos demonstrar que φ ∈ Aut (Γn,m). Suponha que x e y
sa˜o dois ve´rtices adjacentes em Γn,m. Vimos que em a´rvores semi-homogeˆneas na˜o exis-
tem inverso˜es (tais como definidas na Proposic¸a˜o 5), pois os graus de ve´rtices adjacentes
sa˜o diferentes. Pore´m, podemos considerar o estabilizador de uma aresta {x, y} como
sendo a intersecc¸a˜o dos estabilizadores dos ve´rtices x e y, Aut (Γn,m){x,y} = Aut (Γn,m)x ∩
Aut (Γn,m)y. Deste modo, o estabilizador de uma aresta {x, y} e´ aplicado por φ no esta-
bilizador de alguma aresta {v, w}. Temos enta˜o que
φ
(
Aut (Γn,m){x,y}
)
= φ
(
Aut (Γn,m)x ∩ Aut (Γn,m)y
)
⊆ φ (Aut (Γn,m)x) ∩ φ(Aut (Γn,m)y)
= Aut (Γn,m)φ(x) ∩ Aut (Γn,m)φ(y)
= Aut (Γn,m){φ(x),φ(y)}
Como vimos acima, φ
(
Aut (Γn,m){x,y}
)
⊆ Aut (Γn,m){v,w} para algum par de arestas
{v, w}. Pelo mesmo argumento, vemos que φ−1
(
Aut (Γn,m){v,w}
)
⊆ Aut (Γn,m){x,y},
donde segue que φ
(
Aut (Γn,m){x,y}
)
= Aut (Γn,m){v,w}. Assim φ ({x, y}) = {v, w}, ou
seja, φ preserva adjaceˆncia e e´ um automorfismo de Γn,m.
Seja σ ∈ Aut (Γn,m) e x ∈ Γn,m. Sabemos que os estabilizadores de ve´rtices sa˜o conju-
gados, isto e´, σAut (Γn,m)x σ
−1 = Aut (Γn,m)σ(x) e que φ
(
Aut (Γn,m)σ(x)
)
= Aut (Γn,m)φσ(x),
ou seja,
φ
(
σAut (Γn,m)x σ
−1) = (φσ) (φAut (Γn,m)x) (φσ−1) = (φσ)Aut (Γn,m)φ(x) (φσ)−1 =
= Aut (Γn,m)φσ(φ(x))
logo
φσ
(
φ (x)
)
= φσ (x)
donde segue que φσ = φσφ
−1
, ou seja , φ e´ um automorfismo interno. Como todo au-
tomorfismo e´ interno e pelo Lema 36 o centro e´ trivial, temos que o grupo Aut (Γn,m) e´
completo. ¤
Teorema 38 O grupo Aut (Γn,m), com 3 ≤ m < n e´ simples.
Demonstrac¸a˜o: Seja N E Aut (Γn,m) e assuma que N e´ na˜o trivial. Seja x ∈ Γn,m.
Como N E Aut (Γn,m) temos que Nx E Aut (Γn,m)x e Nx e´ na˜o trivial. Vimos que
Aut (Γn,m) age primitivamente no conjunto V
0 dos ve´rtices que esta˜o a uma distaˆncia
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par de x e como todo subgrupo normal na˜o trivial de um grupo primitivo e´ transitivo
(Lema 30), temos que N age transitivamente em V 0, donde segue que Ny ∼= Nx para todo
ve´rtice x, y ∈ V 0. Pela Proposic¸a˜o 32 sabemos que existe um inteiro k tal que K ′k ⊆ N .
Tome um ve´rtice x′ ∈ V 0 tal que d (x, x′) > 2k + 1. Seja w um ve´rtice entre x e x′ cuja
distaˆncia a ambos x e x′ e´ maior do que k. Agora a mesma construc¸a˜o usada na u´ltima
parte da demonstrac¸a˜o do Teorema 35, identificando o conjunto A := 〈Nx, Nx′〉w pode ser
aplicada para mostrar que Aut (Γn,m)w ⊆ A ⊆ N . Como Aut (Γn,m)w e´ maximal, temos
que N = Aut (Γn,m)w ou N = Aut (Γn,m), mas Aut (Γn,m)w na˜o e´ normal em Aut (Γn,m)
(basta escolher uma translac¸a˜o). Logo temos que N = Aut (Γn,m), ou seja, Aut (Γn,m) e´
simples. ¤
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